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Resumé 
Denne projektrapport søger at finde hvad der har bidraget til udviklingen af det matematiske 
uendelighedsbegreb, som det anvendes nu, samt hvilke problemstillinger denne anvendelse 
har bragt med sig. Problemstillingen er formuleret på følgende måde; ”Hvilke udfordringer har 
der været i forbindelse med accepten af uendelighed, og hvordan har de valgte cases bidraget 
til udviklingen af det moderne uendelighedsbegreb?” Undersøgelsen der laves for at besvare 
denne, sker gennem tre nøglecases, Den infinitesimale begyndelse, Den stringente definition, 
cantor aktuelle uendelighed, som behandles ud fra en mere moderne notation der defineres i 
projektrapporten.  Disse tager en på en rejse gennem uendelighedsbegrebets historie, hvor 
accepten på uendelighed, både potentiel og aktuel, sker. Gennem rapporten fremgår det, 
hvordan geometriske betragtninger i 1700 tallet betjener sig med uendelig små størrelser, som 
ikke stringent kan defineres på denne tid, og som først senere i 1800 tallet bliver defineret i 
form af skarpere begreber. Ikke lang tid efter, bliver det unødvendigt at anvende udtrykket 
”uendelig små størrelser” gennem      -notation som også medfører en stringent formulering 
af, hvad potentiel uendelighed betyder. Det er først i 1800-tallet, med begrebet om aktuel 
uendelighed, at accepten omkring denne opstod.  
 
Abstract 
This project examines the contributions in the history, in the development, of the modern 
mathematical definition of infinity, as well as problems that may have occurred in the use of it. 
The problem is formulated as following; “What challenges has arised in the association with 
the acceptance of infinity, and how have the chosen cases contributed to the development of 
the modern concept of infinity?” The Study that is made to answer this will be through three 
main cases, Den infinitesimale begyndelse, Den stringente definition, Cantors aktuelle 
uendelighed, where the examination is based on a more modern notation which is defined in 
the project. These cases take you on a travel through the history of infinity, where the accept 
in infinity, both potential and actual, is happening. Through the report it is shown how 
geometric considerations, made in the 1700, leads to the infinitely small quantities, which are 
not rigor defined at that time. This definition was first presented in the 1800’s, and is defined 
from a general point of view. Not long after, the use of infinitely small quantities becomes 
unnecessary " through the (ε , δ )-notation which also implies a rigor definition of the concept 
of potential infinity. It will be no earlier than the 1800’s that a more rigor definition of the 
existence of actual infinity is made, and this definition will be accepted.   
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Forord 
Inspirationen til dette projekt er opstået på baggrund af vores egen oprindeligt manglende 
viden omkring, hvordan uendelighed defineres stringent i matematikken. For os, som 
matematikstuderende, er det utilfredsstillende at arbejde med uendelighed, når vi for 
eksempel undersøger grænseværdier, uden at vide, hvorfor vi overhovedet kan behandle 
uendeligt som noget, der har at gøre med en grænse. Anvendelsen af uendelighed bliver 
indført blandt vores matematiske egenskaber, i form af at det er noget, man skal kunne forstå 
intuitivt.  
I litteraturen, der omhandler uendelighedsbegrebets historie, ses det, at en stringent 
definition på uendelighed var mange århundreder undervejs. Derved føltes det oplagt at lave 
en undersøgelse af udviklingen af uendelighedsbegrebet fra en meget tidlig anvendelse til, 
hvordan det ser ud i dag. 
Gennem processen har vi skullet udplukke dele af matematikkens historie. Dette har ikke 
været en nem opgave, da historien ikke altid er klar og let at fortolke, samt at der er meget af 
den. Her skal vores vejlder Mogen Niss have tak for at hjælpe os med ikke at fare vild i den 
matematikhistoriske jungle. 
Denne projektrapport har rettet op på den manglende forståelse omkring uendelighed, vi 
begge besad. Yderligere har projektrapporten belyst, hvordan uendelighed har spillet en rolle i 
matematikken, ønsket eller ej, i forhold til den samtid, der blev betragtet, hvilket har resulteret 
i en bredere forståelse af, hvordan matematikken blev anskuet, og hvordan dette skiftede i 
historiens løb.  
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1. Indledning 
Begrebet uendelighed har en praktisk rolle i det danske sprog; de fleste mennesker vil typisk, i 
en mindre faglig sammenhæng, anvende ”uendelighed” som udtryk for noget, der er meget 
stort, ja faktisk så stort, at man har svært ved at forholde sig til det. For eksempel siges det, at 
universet har en uendelig udstrækning, eller at det er uendelig stort, men hvis man skal 
forestille sig, hvor stort universet er, når nu det er uendelig stort, er det svært at forholde sig 
til. Slår man begrebet uendelighed op i Den Danske Ordbog, finder man følgende definition 
 
 ”Det at noget har en størrelse, et omfang eller en varighed uden øvre 
grænse.” [ordnet.dk] 
 
Denne definition virker umiddelbart harmløs, men det har vist sig igennem historien, at det 
alligevel ikke har været så simpelt at definere, samt acceptere og forholde sig til, uendelighed.  
Betragtes matematikkens historie, helt tilbage til de gamle grækere, ses det, at uendelighed 
har givet anledning til en masse diskussioner og en masse forståelsesvanskeligheder, som har 
været umulige at komme udenom. Det har vist sig, at matematikere igennem flere 
århundreder har haft svært ved at acceptere, samt forholde sig til, uendelighed, og det har 
derfor taget mange hundrede år at finde ud af, hvilken betydning og plads dette begreb skulle 
have i matematikken.  
Et eksempel på en af de tidlige matematikere, som løb ind i vanskeligheder i forbindelse med 
uendelighed og matematik, var den græske filosof Zenon fra Elea. Zenon præsenterede fire 
paradokser, som han så, havde nær forbindelse med forestillingen om uendelighed. Disse 
paradokser belyser godt, hvordan aspekter af uendelighed kan resultere i betragtninger, man 
havde svært ved at forstå. Her fremhæves et af disse paradokser, nemlig det, der kaldes 
Achilleus og skildpadden. [denstoredanske.dk] 
 
Achilleus og skildpadden går ud på, at en skildpadde skal løbe om kap med 
Achilleus, hvor en af forudsætningerne er, at skildpadden får et forspring. Et 
intuitivt gæt på, hvem der vinder kapløbet, vil være Achilleus, men det skal 
vise sig at det er her, et paradoks vil opstå. Først skal Achilleus nå til et 
givent punkt, der kan kaldes   , for eksempel det punkt, skildpadden er 
nået til, når Achilleus begynder. Dette sker til tiden   . Til denne tid, hvor 
Achilleus befinder sig ved   , vil skildpadden have bevæget sig til et nyt 
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punkt,   , og har dermed stadig føringen. Når Achilleus når dette punkt, til 
tiden   , vil skildpadden igen have bevæget sig til et nyt punkt,   , og 
dermed stadig have føringen, eftersom Achilleus nu vil befinde sig i punktet 
  . Ved denne logik vil skildpadden altid befinde sig i punktet     , i 
forhold til Achilleus. Hele princippet er, at hvert længdeinterval bliver 
inddelt i flere små intervaller end det forrige, som medfører at Achilleus 
aldrig vil kunne indhente skildpadden lige meget hvor stor en værdi   tager.  
 
Ovenstående bygger altså på betragtningen af, at en strækning hele tiden kan opdeles i 
intervaller, uanset hvor lille stræningen er. Et specialtilfælde af denne betragtning, nemlig 
tilfældet, hvor strækningen hele tiden halveres, ledte ydermere Zenon til opstillingen af 
følgende følge [Clegg, 2003] 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
  
    
 
Afstanden mellem Achilleus og skildpadden halveres altså for hvert led i følgen, og dette kan 
gøres uendeligt mange gange, hvorved følgen bliver uendelig. [Clegg, 2003] 
På baggrund af paradokset konkluderede Zenon altså, at Achilleus aldrig ville nå skildpadden, 
selvom han hver gang kom tættere på den.  
Paradokset kan underkendes, dels ved intuition, men også ved, at det ikke giver mening, at 
længdeintervallerne i de givne mellemtider ikke har samme inddeling. Paradokset stemmer 
fint overens med ordbogens beskrivelse af uendelighed, eftersom antallet af inddelinger af 
længdeintervallerne bliver ved med at stige uden en øvre grænse. 
 
Man kan nu, på baggrund af Achilleus og skildpadden, konkludere, at paradokset passer fint 
med ordbogens definition af uendelighed, og eftersom paradokset forholdsvist nemt kan 
underkendes, tyder det på, at en bedre, mere præcis, definition af uendelighed, mangler. 
Ordbogens definition passer umiddekbart okay sammen med en intuitiv forståelse af 
uendelighed, men den er ikke tilstrækkelig i en matematisk sammenhæng.  
 
Det at levere en definition af uendelighed, som kan bruges i en matematisk sammenhæng, har 
ikke været helt simpelt; dette ser vi igennem dette projekt, hvor vi forsøger at belyse, hvordan 
udviklingen frem til det moderne uendelighedsbegreb er forløbet.  
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Noget af det, som har vist sig at være behjælpeligt, er skelnenen mellem potentiel og aktuel 
uendelighed – disse to former for uendelighed beskrives nærmere i et senere afsnit. 
Indførelsen af potentiel uendelighed løste for eksempel paradokset Achilleus og skildpadden, 
fordi man med dette nye syn på uendelighed, blev i stand til at acceptere, at noget kunne 
nærme sig uendeligt, men aldrig rigtig komme dertil. Herved kom man altså udenom 
problemet ved at skulle forholde sig til, samt acceptere og forstå, at noget var uendeligt i 
størrelse, for med potentiel uendelighed var det aldrig helt uendeligt i størrelse, det gik bare 
mod uendeligt, i den forstand, at værdierne blev større og større, men altid forblev endelige. 
Grækerne valgte derfor helt at se bort fra aktuel uendelighed – en størrelse eller ansamling, 
som faktisk er uendelig, ikke bare gående mod uendelig – og accepterede dermed kun den 
potentielle uendelighed, som var den, de umiddelbart kunne forholde sig til, og som løste 
deres paradoksale problemer. Dette virkede umiddelbart som en fin løsning på problemet, 
men det viser sig faktisk, at man ikke helt var i stand til at forme et uendelighedsbegreb som 
var tilstrækkeligt i en matematisk sammenhæng, før man var villig til at acceptere, at både 
potentiel og aktuel uendelighed eksisterede; dette skete, som vi skal se igennem projektet, 
først med Georg Cantor (1845-1918). 
 
Igennem matematikkens historie har der altså været en del matematikere, som er løbet ind i 
forskellige problemer, der kan knyttes til forståelsesvanskeligheder i forbindelse med 
forskellige aspekter af uendelighed, samt anvendelsen af uendelighed. Nogle af disse 
matematikere har på trods af disse problemer formået at bygge teorier og metoder, som var 
anvendelige, og som håndterede uendelighed, i en vis forstand, selvom de ikke altid var helt 
klar over, eller ikke interesserede sig for, på hvilket grundlag deres metoder og teorier kunne 
retfærdiggøres – hvis de da overhovedet kunne retfærdiggøres . Flere af disse anvendelige 
metoder og teorier har bidraget til udviklingen af det moderne uendelighedsbegreb på den 
måde, at vi for hver metode, der blev bygget i forbindelse med aspekter af uendelighed, kom 
et lille skridt tættere på en forståelse af uendelighed. Dette projekt beskæftiger sig med 
bidragene fra et udvalg af de matematikere, som igennem tiden har bygget nogle af disse 
metoder, og i arbejdet med disse zoomes der ind på, hvordan de har anvendt uendelighed, 
hvilke udfordringer der har været i denne forbindelse, samt hvordan deres arbejde har 
bidraget til den forståelse af uendelighed, vi anvender i matematikken i dag. 
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1.1 Problemstilling 
Hvilke udfordringer har der været i forbindelse med accepten af matematisk uendelighed, og 
hvordan har de valgte cases bidraget til udviklingen af det moderne uendelighedsbegreb? 
 
1.2 Metode 
Problemstillingen belyses igennem arbejdet med udvalgte cases, som anses for at være 
repræsentanter for såkaldte nøglestadier i udviklingen af det moderne uendelighedsbegreb; 
problemstillingen besvares igennem et studie af eksisterende, hovedsageligt sekundær, 
litteratur omkring de valgte cases. De valgte cases er altså udvalgt på en sådan måde, at de 
hver især repræsenterer noget nyt, og på hver sin vis revolutionerende for samtiden, i 
forbindelse med den udvikling, som skete indenfor uendelighedsbetragtninger og –
definitioner.  
 
Den matematik, som findes i de cases, projektet omhandler, er sjældent udtrykt på samme 
måde som i dag, og der kan derfor opstå problemer i forbindelse med fortolkningen af den; vi 
kunne komme til at lægge ord i munden på datidens matematikere, fordi vi er bekendt med 
nutidens definitioner, og derfor kan forkerte betydninger måske tillægges den anvendte 
formalisme, når vi læser kilderne. For at styre bedst muligt uden om denne udfordring, har vi 
udformet et afsnit, afsnit 3, som har til formål at definere de matematiske ”briller”, vi 
betragter datidens matematik igennem. Vi forsøger på bedst mulig vis at fremlægge de 
oprindelige definitioner og argumenter, men vi fortolker dem med nutidige ”briller”, og med et 
moderne uendelighedsbegreb in mente.  
 
De cases, vi har valgt at beskæftige os med, tager udgangspunkt i nogle udvalgte personers 
arbejde; disse personer er Newton og Leibniz, Cauchy og Weierstrass, samt Cantor. Vi har valgt 
at kalde de valgte cases for henholdsvis Den infinitesimale begyndelse, Den stringente 
definition og Cantors aktuelle uendelighed. 
 
Den første case hedder Den infinitesimale begyndelse, og denne tager udgangspunkt i Newton 
og Leibniz; disse to personer har været revolutionerende for deres samtid, idet de har 
grundlagt det, vi i dag kender som calculus. Igennem arbejdet mod bygningen af calculus har 
de begge arbejdet med uendeligt små størrelser, samt med uendelige rækker, på en måde, 
som ikke før, eller siden, var set; de var dog begge inspirerede af deres forgængere fra første 
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halvdel af 1600-tallet. Man kan sige, at Newton og Leibniz kom med grundlaget i den udvikling, 
der blev til det moderne uendelighedsbegreb, idet flere senere matematikere adopterede 
deres betragtninger og byggede videre på dem. Herudover medvirkede deres arbejde til, at 
man indså, at geometriske betragtninger ikke var tilstrækkelige i forhold til at fremsætte 
generelle matematiske definitioner.  
Casen omhandler to personer, fordi det faktisk har vist sig, at både Newton og Leibniz 
beskæftigede sig med omtrent det samme, og kom frem til omtrent de samme resultater, 
selvom deres betragtninger var af forskellig natur, og deres metoder var forskellige.  
 
Den anden case hedder Den stringente definition og omhandler primært Cauchy og 
Weierstrass; afsnittet indledes med et historisk forløb, hvori også Euler, Lagrange, med flere, 
indgår. Disse to personer har bidraget direkte til en del af det moderne uendelighedsbegreb, 
og flere af deres definitioner anvendes faktisk den dag i dag, i det, vi kender som matematisk 
analyse. Her bliver virkelig flyttet på nogen forståelsesmæssige grænser – dette viser sig 
tydeligt i forbindelse med indførelsen af en stringent definition af et grænseværdibegreb. 
Herudover fremsættes endelig en klar definition på, hvordan potentiel uendelighed skal 
forstås, og kan håndteres.  
 
Den sidste case hedder Cantors aktuelle uendelighed, og den omhandler naturligvis Cantor, og 
i særdeleshed hans brug af aktuel uendelighed. Cantor var nemlig blandt de første, som rent 
faktisk accepterede, ja nærmest insisterede på, at der findes aktuel uendelighed; dette 
muliggjorde skabelsen af hans mængdelære, som i alt væsentligt er den vedtagne den dag i 
dag. Det, at Cantor accepterede to forskellige former for uendelighed, ledte til en løsning på 
langt de fleste forståelsesproblemer, og han har derfor i høj grad bidraget til definitionen, samt 
klarheden, af det moderne uendelighedsbegreb.  
 
Afsnittene, som omhandler disse historiske personers arbejde, er opbygget, så der indledes 
med en introduktion, hvor den pågældende person sættes ind i den historiske samtid; herefter 
følger en gennemgang af den del af deres teoretiske matematiske arbejde, som vi har vurderet 
relevant til belysning af problemstillingen, og til sidst diskuteres, hvordan den pågældende 
person har anvendt uendelighed, samt hvilke problemer der har været i forbindelse med 
denne anvendelse. Disse deldiskussioner samles til sidst i en overordnet diskussion, som har til 
formål at gøre os i stand til at besvare problemstillingen i en konklusion.  
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1.3 Afgrænsning 
Dette projekt drejer sig om udviklingen af det moderne uendelighedsbegreb. I projektet tages, 
som sagt, udgangspunkt i få udvalgte historiske personer, som har medvirket til udviklingen på 
en revolutionerende måde; formålet med projektet er ikke at skabe en kortlægning af 
uendelighedsbegrebets historie, og der findes derfor selvsagt andre historiske personer, der 
også har beskæftiget sig med uendelighed, men som vi ikke har valgt at tage med i projektet. 
Vi har udvalgt de personer, vi har vurderet som værende repræsentanter for såkaldte 
kvantespring i udviklingen, og det er derfor kun disse, der stilles skarpt på. Man kunne have 
valgt at fokusere på andre, eller på flere, bidrag, men det må anses som værende et 
vurderingsspørgsmål, hvilke bidrag der anses som de vigtigste. 
Undervejs i afsnittene, og i særdeleshed imellem afsnittene, fremgår der dog henvisninger til, 
samt korte opsummeringer af, nogle af disse yderligere bidrag. Dette har vi vurderet som 
værende en nødvendighed, eftersom nogle af disse har bidraget til, samt lagt grundlaget for, 
de udvalgte cases, og hvis ikke disse nævnes, ville der være store historiske huller i den 
overordnede tidslinje, hvorved teorier, begreber og definitioner, som er nødvendige for at 
forstå de valgte cases, ville blive udeladt.  
Herudover nævnes kort, i nogle tilfælde, hvordan den generelle matematiske overbevisning, 
eller tendens, har været for samtiden; i denne forbindelse bliver der heller ikke gået særligt i 
dybden med, hvordan andre matematikere har været præget af disse overbevisninger, men 
derimod nævnes det kun for at gøre os i stand til at udtale os om, hvordan disse 
overbevisninger, eller tendenser, kommer til udtryk i deres arbejde.  
 
I hver af de valgte cases består den teoretiske del af afsnittet af brudstykker fra større 
afhandlinger eller historiske fremstillinger; vi har udplukket de aspekter af de valgte cases, som 
har relevans for en diskussion af uendelighed, da det er det, projektet drejer sig om, men 
herudover ses der bort fra resten af indholdet i de valgte cases – som eksempel på aspekter, 
der er set bort fra, kan nævnes tangent- og arealbestemmelse. Vi gennemgår altså kun den del 
af matematikken, som vi har vurderet, er tilstrækkelig til at besvare problemstillingen. 
Afsnittene, hvori de valgte cases præsenteres, er skrevet på baggrund af et litteraturstudie af 
eksisterende litteratur. Vi har valgt ikke at benytte os af matematikernes egne originale 
afhandlinger, som af sproglige og indholdsmæssige grunde ville være meget svære at forstå og 
fortolke, og vi har derfor benyttet os af matematikhistoriske bøger, hvori der forefindes 
fortolkninger, samt gengivelser, af de originale afhandlinger. Dette har vi valgt på det grundlag, 
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at projektet, som sådan, ikke er et matematikhistorisk projekt, så derfor har vi vurderet, at det 
var unødvendigt at nærstudere disse gamle afhandlinger. Det, vi har haft brug for, for at gøre 
os selv i stand til at diskutere brugen af uendelighed, har været en generel forståelse af 
ideerne bag afhandlingerne, og til det formål vurderes det, at matematikhistoriske bøger om 
emnet er tilstrækkelige. 
 
Fortolkningen af det matematiske arbejde, som er gjort af personerne i de valgte cases, har i 
nogen henseender været svær, fordi vi, som sagt, har beskæftiges os med dele af de originale 
afhandlinger, som har indgået i de matematikhistoriske bøger, og disse afhandlinger er skrevet 
for længe siden, hvor de matematiske traditioner var anderledes, og hvor formelle, stringente 
notationer ikke altid var i fokus, som de må siges at være i dag. Derfor har det været en 
udfordring at afkode nogle af de definitioner, som optræder i afhandlingerne; det er til denne 
afkodning, vi anvender de moderne ”briller”, som defineres i afsnit 3. 
Cauchy var især en udfordring, fordi han befinder sig i en form for overgangsstadie, hvor hans 
definitioner minder om noget af det, vi kender fra matematikken i dag – nogle af definitioner 
er jo faktisk dem, vi bruger i dag, dog angivet i en anden form for notation – og selvom han var 
formel og stringent i forhold til sin samtid, var han ikke helt formel og stringent, hvis vi 
sammenligner ham med traditionerne i dag; derfor har det til tider været svært at afkode, om 
han omtalte den ene eller den anden definition, og om han egentlig sagde præcis det samme, 
som vi kender fra nutiden, eller hvordan og hvorledes. De steder, hvor det har været særlig 
uklart, står det angivet.   
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2. Det tidlige uendelighedsbegreb 
Dette afsnit er hovedsageligt baseret på [Clegg, 2003]. 
 
I dette projekt skelnes mellem potentiel og aktuel uendelighed. Dette er en generel måde at 
skelne, men for at afhjælpe forvirring omkring forskellene på de to typer af uendelighed, 
forklares her, hvad der menes med dem, hver især; det defineres altså, hvordan begreberne 
bliver brugt i dette projekt, men dermed ikke sagt, at de bruges på præcis samme måde i alle 
andre sammenhænge.  
Denne skelnen mellem potentiel og aktuel uendelighed blev indført af Aristoteles (384-322 
fvt.). I det gamle Grækenland havde man en anden opfattelse af tal, og noget, som de gamle 
grækere fandt yderst interessant, var størrelsesforhold og brøker. De matematiske 
overvejelser, som blev gjort på dette tidspunkt, var af geometrisk karakter, og man havde 
derfor endnu ikke et særlig algebraisk, syn på matematikken. Udfra en ren geometrisk 
forestilling var det umiddelbart svært at forestille sig noget, som var eundeligt. Man kunne 
godt, ved at betragte halveringen af linjestykker, forestille sig, en serie af linjestykker, hvor det 
ene linjestykke var halvdelingen af det forrige, og så fremdeles. En sådan halvering af 
linjestykker kan gentages ligeså ofte, det skal være, og denne proces resulterer i følgende følge 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
   
 
Udfordringen kom i forbindelse med spørgsmålet om, hvad elementerne i en sådan følge ville 
summere til. Det var svært at argumentere for, om der var uendeligt mange linjestykker, eller 
om der bare var vilkårligt mange linjetsykker; antages det, at følgen består af uendeligt mange 
led, er det ikke på forhånd givet, at følgen har en endelig sum, og dette var svært for grækerne 
at forholde sig til. 
Én ting var, at de gamle grækere stødte på udfordringer i forbindelse med summering af 
uendelige følger, men faktisk havde man ikke engang et rigtigt ord for uendelighed dengang. 
Det ord, grækerne havde, som kommer tættest på, hvad vi forstår ved uendelighed, var 
apeiron. Apeiron kan ikke oversættes direkte til uendelighed, men det betød noget i retning af 
grænseløst, ude af kontrol, eller uordnet – faktisk blev apeiron ikke forbundet med noget godt, 
men derimod var ordet forbundet med noget negativt. 
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I forbindelse med de uendelige følger, som grækerne stødte på, opstod der, som sagt, en del 
foreståelsesproblemer. Løsningen på disse forståelsesproblemer blev faktisk bare, at grækerne 
ikke udtrykkeligt beskæftigede sig med uendelighed i deres matematik; det var simpelthen for 
svært for dem at forholde sig til. Med Aristoteles’ (384-322 fvt.) indførelse af to forskellige 
former for uendelighed – potentiel og aktuel – blev det nemmere at se bort fra, at man faktisk 
ikke forstod det uendelige.  
 
Aristoteles introducerede potentiel uendelighed ved at betragte en følge af de hele tal. Han 
accepterede, at der ikke fandtes en grænse for antallet af disse heltal, for der var ikke noget 
punkt, hvor følgen stoppede, man ville altid kunne lægge   til og få det næste element i følgen. 
Dette accepterede Aristoteles, men han slog samtidig fast, at selvom følgen hele tiden 
fortsatte uden nogen egentlig grænse, så ville følgen aldrig nå til uendelig, for dette betragtede 
han ikke som værende et virkeligt koncept.  
Aristoteles var klar over, at man havde brug for et begreb som uendelighed; han brugte en del 
tid på at beskæftige sig med tiden, og her fandt han det klart, at tiden ikke havde nogen 
umiddelbar slutning. Med indførelsen af potentiel uendelighed var han i stand til at placere 
uendelighed udenfor sin umiddelbare forståelsesramme og simpelthen bare lade størrelser 
bevæge sig imod den. Et af hans argumenter for, hvorfor man blev nødt til at acceptere 
eksistensen af uendelighed, var, at han ikke kunne forestille sig, at man kunne nå til et punkt i 
følgen af heltal, hvor man ikke længere kunne tælle ét element mere. 
Tricket med potentiel uendelighed var at indse, at når noget er potentielt, kan der menes to 
ting; enten eksisterer det faktisk, eller også har det potentiale til at eksistere. Aristoteles 
mente, at uendelighed aldrig faktisk kunne eksistere – det, vi kalder aktuel uendelighed – men 
at det kun kunne have potentiale til at eksistere. Han anvendte et eksempel for at understrege 
denne pointe; i dette eksempel beskæftiger han sig med, hvad der menes med, at de 
olympiske lege eksisterer.  
Når vi siger ”der er olympiade”, så er det ikke noget, vi kan diskutere, i den forstand at der 
hvert fjerde år faktisk afholdes en olympiade; men hvis nogen spurgte os, året før den næste 
olympiade skulle afholdes, om der var olympiade, ville vi have et problem med at give et 
entydigt svar. Olympiaden eksisterer, for den afholdes hvert fjerde år, men indtil den igen 
afholdes, eksisterer den kun potentielt. Olympiaden kommer, men lige nu er den her ikke; på 
lignende vis skulle man tænke for at forstå potentiel uendelighed.  
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Med ovenstående skitsering af Aristoteles’ overvejelser omkring eksistensen af uendelighed, 
defineres potentiel og aktuel uendelighed på følgende måde.  
Nu betragtes en given uendelig proces; denne proces kan tage mange forskellige former, som 
et simpelt eksempel kunne processen være at tælle de naturlige tal.  
Med potentiel uendelighed menes noget, som går mod uendelig, men som aldrig antager en 
uendelig værdi, eller en uendelig størrelse; et linjestykke, der kan deles op i uendeligt mange 
stykker, en grænse, som altid kan under- eller overskrides, eller lignende eksempler, vil have 
karakter af potentiel uendelighed. Man kan sige, at en potentiel uendelighed er en proces, som 
ingen ende har, men som til ethvert punkt i processen er endelig; det vil altså sige, at ikke alle 
punkter i processen er eksisterende samtidig, men at de gøres eksisterende ét punkt af 
gangen. Betragtes det simple eksempel med de naturlige tal, ville man sige, at ikke alle tallene i 
mængden af de naturlige tal er eksisterende på én gang, men at de først eksisterer, når man 
tæller sig frem til dem 
 
        
 
Der kan naturligvis altid tælles frem til det næste tal i følgen, og processen kan altså altid 
fortsættes, uanset hvor langt man er nået; den siges derfor at være potentielt uendelig. 
Med aktuel uendelighed menes noget, som reelt er uendeligt; noget, som har nået uendeligt, 
og som er uendeligt af størrelse. Man kan sige, at i en aktuel uendelighed vil alle punkter i 
processen være eksisterende samtidig, selvom processen er uendelig; herved er størrelsen 
uendelig altså nået. Betragtes det simple eksempel med de naturlige tal, ville man her betragte 
det som om, alle de naturlige tal eksisterer samtidig, som en mængde. Her behøver man altså 
ikke at tælle sig frem til dem, for de er allerede eksisterende i en aktuelt uendelig mængde 
 
          
 
  
Udviklingen af det moderne uendelighedsbegreb 
The development of the modern concept of infinity 
Side 16 af 81 
 
3. Det moderne uendelighedsbegreb 
Gennem arbejdet med de udvalgte cases anvendes, som sagt, matematikhistorisk litteratur, 
som genfortæller, og leverer en fortolkning af, andre matematikeres afhandlinger omkring det 
givne emne. Matematikken, som betragtes i dette projekt, strækker helt tilbage til 1600-tallet, 
hvor man naturligvis anvendte en anden formalisme, end man gør i dag – ja faktisk var man 
endnu ikke rigtigt nået til at anvende formalisme, som vi kender det i dag. 
Dette afsnit tjener i den forbindelse det formål, at der heri skabes en forståelsesramme, som vi 
vil forsøge at forstå den ældre matematik udfra; dette vil altså sige, at vi anvender ny 
formalisme, som vi kender den fra matematikken i dag, til at lede efter spor af arbejdet med 
uendelighed. Vi betragter altså matematikhistorien med nutidens formalisme. 
Uendelighedsbegrebet, som vi bruger i dag, består både af matematik, som bygger på 
potentiel uendelighed, samt af matematik, som bygger på aktuel uendelighed. Dette afsnit 
tager udgangspunkt i matematisk analyse og i mængdelære, fordi det herigennem 
tydeliggøres, hvordan uendelighed anvendes i matematikken i dag.  
 
3.1 Matematisk analyse og potentiel uendelighed 
Dette afsnit er skrevet på baggrund [Wade, 2010 – afsnit 2.1, 3, 4.1, 7.1]. 
 
I dette afsnit følger en række begrebsdefinitioner, som anses for at være grundlæggende 
indenfor matematisk analyse, i forhold til de valgte cases. I disse begrebsdefinitioner leder vi 
efter spor af uendelighed, fordi vi ved at gøre dette, gerne skulle blive i stand til at lede efter 
lignende spor i arbejdet med de valgte cases.  
I matematisk analyse anvender man, som vi skal se i dette afsnit, gerne de kendte talmængder, 
    og så videre; disse talmængder er pr. definition uendelige af størrelse, og i denne 
henseende kan man argumentere for, at der er tale om både potentiel og aktuel uendelighed. 
Den aktuelle uendelighed kan der argumenteres for, idet mængderne betragtes som værende 
uendelige af størrelse; potentiel uendelighed kan der argumenteres for, idet mængderne er 
defineret sådan, at der for ethvert naturligt eller reelt tal finde et større naturligt, reelt tal. Der 
kommenteres ikke på uendelighed i forbindelse med disse talmængder i det følgende, da det, 
så at sige, ligger udenfor fokus af afsnittet, eftersom det er defineret udenfor den matematiske 
analyse. 
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I afsnit 3.1.1, 3.1.2, 3.1.3 og 3.1.4 forefindes adskillige definitioner, hvori uendelighed 
optræder på omtrent samme måde. Uendeligheden optræder i alle disse eksempler i form af 
potentiel uendelighed, i den forstand, at det, man kalder      -betragtninger, bygger på 
potentiel uendelighed – selv når det kun er enten   eller  , som indgår i definitionen, er 
princippet det samme.  
Den potentielle uendelighed ligger implicit i      -betragtningerne, i den forstand, at noget 
kan gøres for enhver. For eksempel i definitionen af konvergens af en følge, som vi skal se om 
lidt (definition 3.1.1.1); her fastlægges det, at for hvert givent     kan der findes et naturligt 
tal   , for hviket   , for alle     , ligger imellem     og    , hvormed   er et udtryk for 
den forlangte fejlmargen omkring grænseværdien. Uanset hvor lille det givne   er, i 
definitionen for konvergens af en følge, kan man vælge et   , som gør forskellen mellem    og 
  mindre end  , for     , så jo mindre   gives, des tættere kommer    på grænseværdien  . 
Det kan dog også sagtens forekomme, at      for alle værdier af  , fra og med et vist 
nummer, hvilket vil svare til, at følgen er konstant fra dette trin. I dette tilfælde, vil        
 , hvormed uligheden opfyldes uden anstrengelser.  
Ovenstående er altså et klart eksempel på, hvordan potentiel uendelighed optræder implicit 
igennem adskillige af de følgende definitioner.  
Uendeligheden kommer altså til udtryk i definitionerne, idet både   og   er vilkårlige.   gives 
som en vilkårlig værdi, men uanset hvad denne værdi er, stor eller lille, kan man bestemme et 
fast naturligt tal   , for hvilket     , og med dette følger, at         .   er altså et fast 
tal, som vælges, og uanset værdien af dette faste tal, vil det for alle   opfylde uligheden 
    ; siden dette gælder for alle  , er her igen tale om potentiel uendelighed. Potentiel 
uendelighed optræder altså to steder her – idet, at der gives et vilkårligt  , hvortil et fast 
naturligt tal    kan bestemmes, og idet at uligheden      er opfyldt for alle  , uanset 
hvilken værdi   sættes til. Dette gælder altså uafhængigt af værdierne af  ,   og  , og det er 
hermed, der er tale om potentiel uendelighed.  
Denne implicitte potentielle uendelighed, som er til stede, hver gang den såkaldte      -
betragtning anvendes, påpeges ikke for resten af eksemplerne i de følgende afsnit, eftersom 
det blot ville være gentagelser af præcist det samme princip. 
 
3.1.1 Følger 
En reel følge       indeholder størrelserne                , skrevet op i denne rækkefølge. 
Denne følge kaldes en uendelig følge. Selvom det i princippet ikke er nødvendigt at tage stilling 
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til, om denne følge er potentiel eller aktuel uendelig, så ligger det mellem linjerne, eftersom 
der eksisterer et   til hvert  , at den faktisk er aktuel uendelig.  
Hvert led i denne følge er et tal, på en bestemt plads, hvis domæne er i  ; den kan derfor 
betragtes som værende genereret af en funktion  , hvor      , hvor hver enkelt led i 
følgen defineres som        . 
 
Definition 3.1.1.1: En følge af reelle tal        siges at konvergere mod et 
reelt tal    , hvis og kun hvis der for ethvert     eksisterer et      
(hvis der kommer et nyt  , så skal der muligvis findes et nyt  ) således, at: 
 
      medfører          
 
Dette betyder, at alle følgens elementer vil være spærret inde af det 
forestillede bånd, værdien af   laver rundt om grænseværdien   
 
           
 
En følge siges at divergere, hvis der ikke eksisterer en fast grænseværdi. 
      kaldes divergent mod   , hvilket kan skrives som      , når 
   , hvis og kun hvis følgende er opfyldt  
 
                 . 
 
Ligeledes gælder følgende for følger, der divergerer mod  ,  
 
                   
 
 
3.1.2 Rækker 
En uendelig række, er summen – hvis summen eksister – af den uendelig følge: 
                Til enhver række – og dermed følge – hører en afsnitsfølge; denne ser ud på 
følgende måde 
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Hvis afsnitsfølgen       er konvergent, så siger vi, at rækken også er konvergent, og hvis 
afsnitsfølgen er divergent, så er rækken ligeledes divergent. Når først afsnitsfølgen er 
defineret, undersøges konvergensen af rækken altså ved en undersøgelse af, om rækkens 
afsnitsfølge er konvergent; dette kan undersøges på samme måde, som det blev vist i 
definition 3.1.1.1. 
 
3.1.3 Funktioner 
I forbindelse med funktioner opereres både med konvergens og med kontinuitet; herudover 
optræder også grænseværdier. 
 
 Definition 3.1.3.1: Lad    , lad   være et åbent interval, som indeholder 
 , og lad   være en reel funktion, som er defineret i hele intervallet  , 
muligvis bortset fra i punktet  .      siges at konvergere mod  , når   går 
mod  , hvis og kun hvis der for ethvert     eksisterer et     (som 
typisk afhænger af       og  ), så 
 
          medfører               
 
I dette tilfælde skrives følgende 
 
            eller        når     
 
Da kaldes   for grænseværdien af     , når   går mod  . 
 
På baggrund af denne definition kan man altså sige, at hvis der eksisterer en grænseværdi for 
en given funktion, så siges funktionen at konvergere mod denne grænseværdi; på den måde 
bliver konvergens gjort til et spørgsmål om grænseværdier.  
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Punktvis kontinuitet defineres på følgende måde 
 
Definition 3.1.3.2: Lad   være en ikke-tom delmængde af  , og lad 
      
i.   siges at være kontinuert i et punkt    , hvis og kun hvis der for 
ethvert     eksisterer et     (som typisk afhænger af     og 
 ), så 
 
       , hvor    , medfører               
 
ii.   siges at være kontinuert på  , hvis og kun hvis   er kontinuert i 
ethvert    . 
 
Ydermere kan uniform kontinuitet af en funktion defineres på følgende måde 
 
Definition 3.1.3.3: Lad   være en ikke-tom delmængde af  , og lad 
     .   siges at være uniformt kontinuert, eller ligeligt kontinuert, på 
 , hvis og kun hvis der for hvert     eksisterer et    , så 
 
       , hvor      , medfører               
 
De to definitioner af henholdsvis kontinuitet og uniform kontinuitet minder meget om 
hinanden; den eneste egentlige forskel i de to definitioner er, at i definitionen af punktvis 
kontinuitet kan   afhænge af  , mens   ikke kan afhænge af hverken   eller   i definitionen af 
uniform kontinuitet. Selvom dette er den eneste forskel i de to definitioner, er det ikke en lille 
forskel.  
 
3.1.4 Følger af funktioner 
Nu har vi, i tidligere afsnit, blandt andet defineret konvergens, grænseværdier og kontinuitet 
af følger, rækker og funktioner; i dette afsnit defineres konvergens af følger af funktioner. 
Generelt kan man sige, at en følge af funktioner       er en følge, hvor der som hvert led 
findes en funktion:                 
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Når man snakker om konvergens af funktoinsfølger, skelner man imellem det, der kaldes 
punktvis konvergens, samt det, der kaldes uniform konvergens. Punktvis konvergens defineres 
på følgende måde 
 
Definition 3.1.4.1: Lad   være en ikke-tom delmængde af  . En følge af 
funktioner        siges at konvergere punktvis på  , hvis og kun hvis 
                eksisterer for ethvert    . 
 
Uniform konvergens defineres på følgende måde 
 
Definition 3.1.4.2: Lad   være en ikke-tom delmængde af  . En følge af 
funktioner        siges at konvergere uniformt på  , hvis og kun hvis 
der for ethvert     eksisterer et    , så 
 
     medfører                for ethvert    . 
 
Forskellen på definitionerne for henholdsvis punktvis og uniform konvergens af funktionsfølger 
er, at i definitionen for uniform konvergens vælges    uafhængigt af  . Det følger herudover, 
at hvis en given funktionsfølge er uniform konvergent i et givent interval, er den ligeledes 
punktvis konvergent i det samme interval; det gælder dog ikke omvendt, da en funktionsfølge, 
som er punktvis konvergent, bestemt ikke også nødvendigvis er uniform konvergent – for 
eksempel er funktionsfølgen        
  for         for alle   punktvis konvergent, men ikke 
uniform konvergent. 
 
3.1.5 Afledte funktioner 
For reelle funktioner i  defineres nu differentiabilitet. 
 
Definition 3.1.5.1:   siges at være differentiabel i et punkt    , hvis og 
kun hvis   er defineret på et åbent interval  , som indeholder  , samt hvis 
følgende grænse eksisterer 
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I så fald kaldes       den afledte af     . 
 
I denne definition optræder uendelighed igen i form af potentiel uendelighed, idet udtrykket 
er givet som en grænseværdi. Dette vil sige, at når   kommer vilkårligt tæt på  , kommer 
udtrykket vilkårligt tæt på et tal, som siges at være grænseværdien for udtrykket; denne 
grænseværdi defineres som værende differentialkvotienten i det givne punkt. 
At denne størrelse kaldes for en differentialkvotient, er ikke nødvendigvis klart, idet 
differentialkvotienten bare er en endelig værdi, et tal, og det kan være svært at forestille sig, 
hvordan et endeligt tal svarer til en kvotient mellem differentialer.  
Enhver funktion, som er differentiabel i et givent punkt, har et differentiale i punktet; dette 
differentiale er en funktion af en tilvækst i punktet, og differentialet udtrykkes pr. definition 
som produktet af denne tilvækst og differentialkvotienten. Nu betragtes en funktion     , som 
er differentiabel i punktet  , samt en funktion, som kaldes identiteten,       ,    , der 
ligeledes er differentiabel i  . Disse to funktioners differentialer, som funktion af tilvæksten  , 
kan skrives på følgende måde 
 
                   
                    , siden         
 
Kvotienten af disse to differentialer for en given tilvækst,  , kan nu bestemmes på følgende 
måde 
 
  
  
 
       
       
 
       
 
       
 
Selvom       er en endelig værdi, vil denne endelige værdi altså stadig være fremkommet ved 
en kvotient mellem differentialer. Det ses, at tilvæksten   går ud i denne kvotient, hvorved 
differentialkvotienten, til forskel fra de enkelte differentialer, ikke afhænger af tilvæksten. 
 
Ydermere betragtes Taylor-rækker; en Taylor-række er en repræsentation af en funktion som 
en sum af uendeligt mange led, der beregnes på baggrund af funktionens afledte i et givent 
punkt – lad os kalde dette punkt  . En funktion,     , kan Taylor-rækkeudvikles omkring det 
givne punkt,  , hvis alle funktionen afledte eksisterer i dette givne punkt; der er imidlertid 
ingen garanti for, at Taylor-rækken konvergerer mod      i dette punkt for alle værdier af  . 
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For de værdier af  , for hvilke rækken konvergerer mod     , gælder følgende formel: 
[Hughes-Hallett et al., 2009] 
 
Definition 3.1.5.2: Lad           og lad         . Taylor-udviklingen 
af   centreret omkring   er givet ved følgende række 
 
      
       
  
      
 
   
 
 
For ethvert punkt,  , findes der altså kun én Taylor-række. På baggrund af denne række, kan 
afsnitsfølgen opskrives, og herved undersøges det, om afsnitsfølgen konvergerer i det givne 
punkt  , og om summen af den er     . 
Uendelighed optræder også her i form af potentiel uendelighed, eftersom Taylor-udviklingen 
anvendes til at approksimere funktioner i et givent punkt, så man kan sige, at man forsøger at 
approksimere på en sådan måde, at polynomiet er tilnærmelsesvist lig med funktionsværdien i 
det pågældende punkt. 
 
3.2 Mængdelære og aktuel uendelighed 
En gren af matematikken, hvori man tydeligt kan se spor af aktuel uendelighed, er 
mængdelæren. I dette afsnit følger en række begrebsdefinitioner, som anses for værende 
nødvendige for at være i stand til at søge efter spor af uendelighed.  
 
Med en mængde forstås i klassisk forstand en slags samling af en eller anden form for 
elementer. Disse elementer kan være tal, samlinger af tal, funktioner, trekanter, talfølger, og 
så videre; de kan altså være alt muligt forskelligt, som giver mening at samle i en mængde. 
 
3.2.1 Injektive og surjektive funktioner 
Med en funktion forstås en relation, som forbinder hvert element fra en mængde, som kaldes 
definitionsmængden, eller domænet, med et element i en anden mængde, som kaldes 
dispositionsmængden, eller co-domænet. Et givent element i definitionsmængden kan kun 
være knyttet til ét element i dispositionsmængden – forholder det sig ikke sådan, er relationen 
ikke en funktion. 
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I forbindelse med afbildninger mellem mængder skelnes mellem forskellige typer af 
funktioner, som hver især har forskellige egenskaber; i dette afsnit redegøres for injektive, 
surjektive og bijektive funktioner. 
En injektiv funktion defineres på følgende måde [Rosen, 2007] 
 
Definition 3.2.1.1: En funktion,  , siges at være injektiv, hvis og kun hvis 
          medfører, at     for ethvert    , som tilhører domænet for 
 . 
 
En injektiv funktion er altså en funktion, som forbinder ethvert element fra 
definitionsmængden med et element i dispositionsmængden, og som kun knytter et element i 
dispositionsmængden til ét element fra definitionsmængden. Alle elementerne i 
definitionsmængden er altså knyttet med et, og kun ét, element i dispositionsmængden, men 
ikke alle elementer i dispositionsmængden behøver at være knyttet til et element i 
definitionsmængden.  
En surjektiv funktion defineres på følgende måde [Rosen, 2007] 
 
Definition 3.2.1.2: En funktion,  , fra mængden   til mængden  , siges at 
være surjektiv, hvis og kun hvis der for ethvert element af     eksisterer 
et element    , for hvilket       . 
 
En surjektiv funktion er en funktion, som knytter hvert element i dispositionsmængden til 
mindst ét element i definitionsmængden; to elementer fra definitionsmængden kan altså godt 
knyttes til det samme element i dispositionsmængden. 
Hvis en given funktion er både injektiv og surjektiv, kaldes den for bijektiv. En bijektiv funktion 
er altså en funktion, som knytter ethvert element i definitionsmængden til et element i 
disposiotionsmængden på en sådan måde, at alle elementer i begge mængder er knyttet til 
netop ét element i den anden mængde, samtidig med, at intet element er knyttet til to 
elementer i den anden mængde.  
 
3.2.2 Kardinalitet, ækvipotens og potensmængder  
I dette afsnit skelnes mellem endelige og uendelige mængder.  
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En mængde   siges at være en endelig mængde, med   elementer, hvis der findes en injektiv 
afbildning fra   over i en delmængde af de naturlige tal,              . 
En mængde,  , siges at være en uendelig mængde, hvis der findes en bijektiv afbildning 
mellem mængden   og en ægte delmængde,  , af mængden selv. En uendelig mængde siges 
at være tællelig, hvis der findes en bijektiv afbildning mellem mængden selv og en delmængde 
af de naturlige tal. [Ayres, 1965] Nogle gange siges, for tydelighedens skyld, højst tællelig, i 
stedet for tællelig. 
 
I forbindelse med bestemmelse af størrelsen på givne mængder indføres et begreb, der kaldes 
kardinalitet. Kardinaliteten kan siges at være et mål for en given mængdes størrelse, og det 
bruges i forbindelse med både endelige og uendelige mængder. Givet en mængde  , endelig 
eller uendelig, da vil kardinaliteten af mængden skrives som    .  
To mængder, uanset om disse mængder er endelige eller ej, siges at have samme kardinalitet, 
hvis og kun hvis der findes en bijektiv afbildning imellem de to mængder. I et sådant tilfælde 
siges de to pågældende mængder at være ækvipotente. [Hungerford, 1974] 
Givet to mængder, endelige eller uendelige, da siges den mængde, som har størst kardinalitet, 
at være den største mængde.  
 
Udfra en given mængde, endelig eller uendelig, viser det sig, at man altid kan skabe en større 
mængde; dette kan man gøre ved at samle alle delmængderne af den pågældende mængde i 
en ny mængde – denne mængde kaldes potensmængden. Potensmængden vil altid være 
større – altså have større kardinalitet – end den oprindelige mængde, uanset om denne er 
endelig eller uendelig, og dette kan man vise på følgende måde 
 
Givet en mængde  , endelig eller uendelig; udfra denne dannes 
potensmængden,     , som består af alle de delmængder, der kan laves af 
 . Hvis der ikke findes en bijektiv afbildning mellem to mængder, siges den 
ene mængde, som sagt, at være større end den anden mængde. En bijektiv 
afbildning er ligeledes surjektiv, så det er altså nok, hvis vi kan vise, at det 
ikke kan lade sig gøre at lave en surjektiv afbildning mellem   og     . 
Nu antages det modsatte, nemlig at der findes en surjektiv afbildning 
mellem   og     : 
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Hvor   er surjektiv. Nu dannes en delmængde i  , som derved er en 
mængde i  , men et element i     ; denne kaldes   og er givet på 
følgende måde 
 
                
 
Nu betragtes et element    i  , som findes, fordi   antages at være 
surjektiv. 
 
                   
 
Nu undersøges det, om elementet    tillige findes i  , og udfra definitionen 
af   kan følgende opskrives 
 
                
 
Ovenfor står der, at hvis     , så vil    ikke tilhøre  , og her forekommer 
altså en modstrid. Næste skridt er at undersøge, om      
 
                
 
Her ses det altså, at hvis     , så vil     , og her forekommer altså 
igen en modstrid.  
Med dette må det konkluderes, at    hverken er i mængden   eller udenfor 
mængden  , og dermed er det vist, at der ikke findes en surjektiv afbildning 
mellem   og     , hvormed der, som sagt, heller ikke findes en bijektiv 
afbildning, og det er dermed vist, at 
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Uanset størrelsen af  . Her har vi benyttet, at der findes en injektiv 
afbildning fra   over i     , nemlig      . 
 
Nu er det altså vist, at uanset hvor mange elementer der er i mængden  , kan man af alle 
delmængderne af   danne en potensmængde,     , som pr. definition vil have større 
kardinalitet end  . Det samme trick kan gøres for     , hvorved         dannes, og denne vil 
ligeledes pr. definition have større kardinalitet end     , og så fremdeles.  
Idet man tager potensmængden af potensmængden af potensmængden, og så fremdeles, 
optræder uendelighed i form af potentiel uendelighed; for hver gang der tages en 
potensmængde, bliver kardinaliteten af denne større end den forrige. Kardinaliteten af 
potensmængderne er altså uden grænse, hvis der tages nok potensmængder.  
 
 
I forbindelse med disse ovenstående begrebsdefinitioner for mængder optræder uendelighed 
primært som aktuel uendelighed. Dette sker i den forstand, at her opereres med mængder, 
hvoraf nogle er uendelige i størrelse. I tilfældet med uendelige mængder er der ikke noget, der 
går mod uendelig, og der tælles ikke mod uendelig, mængderne er simpelthen bare uendelige.  
Herudover kan det vises, at der eksisterer et uendeligt hieraki af uendeligheder, hvormed det 
faktisk kan konkluderes, at uendelighed ikke bare er uendelighed, det viser sig, at der er grader 
af uendelighed, og at nogen mængder er mere uendelige end andre. 
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4. Den infinitesimale begyndelse 
I dette afsnit følger en gennemgang, samt diskussion, af henholdsvis Newtons og Leibniz’ 
bidrag til udviklingen af uendelighedsbegrebet. Bidragene er primært at finde i bygningen af, 
hvad der blev grundlaget for udviklingen af calculus.  
Grunden til, at afsnittet dækker over to historiske personer, er, at de stort set var samtidige, 
rent historisk, og herudover har det vist sig, igennem undersøgelsen af deres bidrag hver især, 
at de havde en del ideer, som mindede om hinanden. Faktisk har det vist sig, at de 
beskæftigede sig med de samme ting, samt havde en del af de samme overvejelser, selvom de 
arbejdede ud fra to meget forskellige metoder, der begge har trukket betydningsfulde 
historiske spor efter sig. 
 
Afsnittet består af to underafsnit, som omhandler henholdsvis Newton og Leibniz. Disse to 
underafsnit er ydermere inddelt i en teoridel, samt en diskussionsdel. Til sidst i dette afsnit 
følger en samlet diskussion, hvor vi forsøger at sammenholde Newton og Leibniz, samt 
diskuterer lidt mere generelt, historisk set.  
 
4.1 Newtons fluksionsmetode 
Følgende afsnit er hovedsageligt baseret på [Boyer, 1949]. 
Isaac Newton (1642-1727) studerede i sin tid i Cambridge, hvor han blev undervist, og 
sandsynligvis også påvirket af, matematikeren Isaac Barrow (1630-1677). Barrow var 
formentlig bekendt med, og til dels også påvirket af, sine forgængeres bedrifter indenfor den 
del af matematikken, som ledte til calculus; på dette tidspunkt var overvejelserne indenfor 
dette område af nærmest ren geometrisk karakter. I hvert fald betragtede han en tangent til 
en kurve som værende ikke kun en forlængelse af et af de uendeligt mange linjestykker, som 
kurven kunne siges at være opbygget af, men også som bevægelsesretningen af et givent 
punkt, der igennem sin bevægelse ville generere kurven. At Barrow talte for begge disse 
opfattelser, antyder, at han var inspireret af sin samtid, hvor der var tvivl, eller ubeslutsomhed, 
omkring hvilken af de to tænkemåder, der gav bedst mening. Barrows synspunkter var 
sandsynligvis ikke de eneste, som Newton stiftede bekendtskab med, og tydeligvis heller ikke 
de eneste, han valgte at tage med sig i sit eget videre arbejde med det, som ledte til 
fluksionsmetoden; denne uddybes senere i afsnittet.  
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Generelt anvendte Newton geometriske betragtninger på den måde, at han betragtede en 
given geometrisk figur, som var endeligt begrænset, om man så må sige – en figur med et 
endeligt, fast areal; på baggrund af en sådan figur, kom han frem til et eller andet resultat. 
Herefter antog han, at dette resultat ligeledes ville gøre sig gældende for lignende geometriske 
figurer af infinitesimal størrelse, hvorved han drog paralleller mellem disse to figurer. Dette 
muliggjorde, at han kunne opstille analytiske udtryk, hvori infinitesimale størrelser indgik, på 
baggrund af sin forståelse af geometriske figurer. [Katz, 1998] 
 
Noget af det, som gjorde Newtons fluksionsteori banebrydende, var hans brug af uendelige 
rækker; altså en række, som har et uendeligt antal led. Disse uendelige rækker var blevet 
studeret af nogle af Newtons forgængere, for eksempel i forbindelse med en geometrisk 
repræsentation af foranderlighed, men Newton brugte rækkerne på en mere generel, 
aritmetisk måde. 
 
Igennem de følgende afsnit fastlægges det, hvordan Newton har bidraget til en bedre 
forståelse af uendelighedsbegrebet, og dermed hvordan han har bidraget til udviklingen af det 
moderne uendelighedsbegreb. Indledningsvis gennemgås de relevante pointer og overvejelser, 
som er at finde i Newtons arbejde med bygningen af calculus, især med henblik på bygningen 
af hans fluksionsmetode. I denne gennemgang fokuseres primært på brugen af uendelige 
rækker, samt anvendelsen af infinitesimaler.  
 
4.1.1 Brugen af uendelige rækker 
Som sagt ovenfor, anvendte Newton uendelige rækker i bygningen af sin fluksionsmetode. I 
brugen af disse lænede han sig op af sine forgængeres undersøgelser. Det første problem, i 
forbindelse med forståelsen af uendelige rækker, opstod allerede, idet man skulle acceptere, 
at noget kunne bestå af uendeligt mange led. Som om dette problem ikke var nok, skulle man 
herefter lære at acceptere det faktum, at nogle uendelige rækker kunne summeres til en 
endelig værdi. I forbindelse med forståelsen, samt accepten, af disse aspekter, blev manglen 
på et stringent grænseværdibegreb tydeligt. Nogle af Newtons forgængere havde arbejdet 
med noget, der mindede om grænseværdibegreber, men der var endnu ingen stringent, samt 
generel, definition, og forståelsen af, hvad det vil sige at tage en grænseværdi af noget, 
manglede stadig. 
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Som sagt var den generelle overbevisning indenfor matematikken, af geometrisk karakter; 
overvejelserne omkring de uendelige rækker blev derfor også gjort på baggrund af 
geometriske betragtninger. Dette kan måske have medvirket til, at det var så svært at forestille 
sig en række bestående af uendeligt mange led. Denne besværlighed kom man til dels til livs 
ved at betragte geometriske figurer, for igennem disse betragtninger kom man nemlig 
efterhånden frem til, at linjestykker kunne opdeles i uendeligt mange små dele. Disse 
betragtninger og overvejelser ledte til yderligere overvejelser om uendelige rækker, og det var 
også herigennem, man kom frem til, at uendelige rækker i nogle tilfælde kan summeres til en 
endelig værdi; endvidere var dette også begyndelsen på et grænseværdibegreb, eftersom 
denne endelige værdi, som den uendelige række kunne summeres til, faktisk blev opfattet som 
en form for grænseværdi, selvom ordet grænseværdi selvfølgelig ikke blev brugt om den. 
 
Den måde, Newton hovedsageligt anvendte uendelige rækker på, var igennem hans 
generalisering af binomialteoremet. Binomialteoremet, repræsenteret som en endelig række, 
forbindes i dag med Blaise Pascal (1623-1662); denne endelige række skrives på følgende 
måde 
 
         
 
 
       
 
   
 
 
Hvor   
 
  
                   
  
 
  
        
 kaldes binomialkoefficienten. [Pinter, 1990] 
Binomialkoefficienten giver kun mening i tilfælde, hvor    . 
Newton generaliserede som sagt dette udtryk; dette gjorde han ved at betragte rækken 
      , samt i denne forbindelse formentlig også de første afledte af rækken. På Newtons 
tid var der ikke defineret noget funktionsbegreb, så notationen er moderne. I det følgende er   
umiddelbart begrænset til de positive heltal.  
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På baggrund af ovenstående udtryk kan følgende Taylor-udvikling opskrives 
 
            
     
  
  
      
  
     
       
  
      
       
  
  
 
   
 
 
Newton har formentligt ikke været klar over, at det var denne Taylor-udvikling, som gjorde 
hans teorem muligt, for disse udviklinger var endnu ikke kendt på Newtons tid. Han har 
formentligt gættet den rigtige sammenhæng ved betragtning af de afledte funktioner, eller 
hvad der svarede til disse, og så har man først senere fået resultatet til at give fyldestgørende 
mening. 
I det oprindelige binomialteorem giver det ingen mening at vælge   som værende andet end 
et positivt heltal, når binomialkoefficienten beregnes, eftersom Pascal kun betragtede heltal i 
anvendelsen af den; men med Newtons generalisering kan   antage en hvilken som helst værdi 
og er derfor ikke begrænset til at være et heltal. Newton betragtede følgende generaliserede 
binomialkoefficient 
 
 
 
 
  
  
        
 
                   
  
 
 
Det giver som udgangspunkt ikke mening, at   kan være andet end et positivt heltal, eftersom 
der tages fakultet af denne, men med ovenstående omskrivning kommer man uden om at 
skulle tage   , og hermed giver det mening, at   ikke er begrænset til de positive heltal.  
Med den generaliserede binomialkoefficient på plads, samt med Taylor-udviklingen ovenfor, 
kan følgende generelt opskrives for den oprindelige række 
 
        
       
  
  
 
   
   
 
 
   
 
   
 
 
Newton brugte typisk binomialteoremet til at udvide udtryk, som han ønskede at bestemme 
fluksioner af – dette uddybes i følgende afsnit. Ved denne udvidelse kunne han nemlig oftest 
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slippe af med  de infinitesimale størrelser, som han endnu ikke helt forstod, og som han derfor 
gerne ville undgå. 
 
4.1.2 Metodebygningen 
De indledende trin til Newtons fluksionsmetode blev for første gang nævnt i De analysi per 
aequationes numero terminorum infinitas, der var en form for afhandling, som han skrev i 
1669, men som ikke blev offentliggjort før 1711. I denne afhandling brugte han ikke direkte 
fluksionsnotationen eller –ideen, som uddybes senere i afsnittet, men han brugte derimod 
uendeligt små størrelser, eller infinitesimaler, både i en geometrisk og analytisk sammenhæng. 
I denne afhandling præsenterede Newton en arealbetragtning, som byggede på en anvendelse 
– både geometrisk og analytisk – af uendeligt små størrelser, hvor han kom frem til et udtryk 
for arealet af et uendeligt lille rektangel ved at betragte den øjeblikkelige ændring af arealet i 
et givent punkt; stigningen i det givne punkt kaldte han  , og   anså han derfor som værende 
uendeligt lille, eller infinitesimal, men større end  . Den geometriske anvendelse af uendeligt 
små størrelser forekommer, idet han betragter en geometrisk figur – i dette tilfælde et 
rektangel – hvis størrelse øges eller mindskes med en uendelig lille ændring. De geometriske 
betragtninger, som han her gør sig, anvender han herefter til at opstille analytiske udtryk til 
beskrivelse af den uendeligt lille arealændring, som rektanglet udsættes for, og med 
binomialteoremet omskriver han disse udtryk til et noget simplere udtryk, som han reducerer 
med betragtningen om, at   er uendeligt lille.  
Det, som Newton gør her, set med nutidens øjne, er, at han starter med at bestemme den 
afledte, altså ændringen i arealet pr. tid, og denne bruger han så til at definere, hvad vi i dag 
ville kalde integralet. Det nye og smarte ved denne arealbetragtning er altså tidslige 
ændringer, men han har endnu ikke rigtig formået at formalisere og tydeliggøre, hvad han 
mener. 
Fælles for eksemplerne i De analysi er, at Newton udvider det pågældende udtryk ved 
binomialteoremet, hvorefter han faktisk lader led, hvori   indgår, gå ud, fordi disse anses som 
værende infinitesimale, og derfor sættes til  ; til sidst deles med  .  
 
I 1671 skrev Newton en bog, som først blev udgivet i 1736, under titlen Methodus fluxonium et 
serierum infinitarum. I denne bog beskriver han de variable størrelser, som han allerede havde 
introduceret i De analysi, som værende genereret af kontinuerte bevægelser af punkter, linjer 
og planer. I modsætning til dette nye syn, der blev præsenteret her, havde man indtil da været 
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af den overbevisning, at de variable størrelser blev genereret af en samling af infinitesimale 
elementer; dette var også sådan, de variable størrelser blev introduceret i De analysi fra 1669. 
Det med, at bevægelse var kontinuert, og hvad dette overhovedet ville sige, forklarede og 
begrundede Newton ikke yderligere – måske fordi han har syntes, det var intuitivt nok, til at 
det ikke krævede yderligere forklaring. 
Den rate, hvormed disse variable størrelser blev genereret, kaldte Newton for fluxion, eller på 
dansk fluksion. Man kan sige, at de beskriver raten, hvormed en given variabel ændrer sig, 
med hensyn til tiden. Notationen for disse fluksioner var navnet på variablen med en prik over. 
Den variable størrelse, som blev genereret, kaldte han for fluent. For eksempel, hvis   og   er 
to fluents, så er henholdsvis    og    deres fluksioner.  
Man kan altså, på baggrund af denne forklaring, sige, at fluksionerne svarer til det, vi i dag 
kalder den afledte med hensyn til tiden, og at fluenterne svarer til det, vi i dag kalder 
integralet. Man kan ydermere sige, at fluksionerne faktisk kan opfattes som en form for 
hastighed, eftersom Newton definerer dem på baggrund af en ændring i bevægelse over tid. 
Udover fluksioner og fluenter definerede Newton også et moment; dette definerede han som 
værende den ændring af en given fluent, som skete i et uendeligt lille tidsrum,  . Her bruger 
han altså igen bogstavet  , men denne gang beskriver det et uendeligt lille tidsinterval, hvori 
en infinitesimal ændring sker, i modsætning til tidligere, hvor   faktisk var den infinitesimale 
ændring.  
I definitionen af momenterne sker der noget i stil med det, vi så i afsnittet om afledte 
funktioner, afsnit 3.1.5. Det at skrive    for eksempel, ville i Newtons terminologi være et 
moment, og dette svarer nogenlunde til det at skrive         , som vi så det i afsnit 3.1.5 i 
forbindelse med opskrivningen af differentialer, som fremkom ved en given tilvækst. Man kan 
derfor sige, at Newtons momenter nærmest svarer til det, vi i dag kalder differentialer.  
Måden, hvormed fluksionerne introduceres i Methodus fluxonium, er strengt taget ikke teknisk 
forskellig fra den opfattelse, Newton gav udtryk for i sit tidligere arbejde. De uendeligt små 
størrelser optrådte i ligeså høj grad tidligere, men det, som har ændret sig, er, at han ikke 
længere ser så strengt på disse størrelser, om man så må sige, idet han ikke sætter dem 
direkte til  , når de indgår i hans eksempler.  
Fælles for eksemplerne i Methodus fluxonium er, at der først udvides med binomialteoremet, 
herefter trækkes de led, som ikke indeholder  , fra, hvorefter der deles igennem med   – ved 
denne division bestemmes altså tilvækstraten. Det nu fremkomne udtryk består af led, hvori   
indgår, samt led, hvori   ikke indgår; de led, hvori   indgår, anses som værende uendeligt små i 
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forhold til de led, hvori   ikke indgår, og derfor ses der nu bort fra alle led, som indeholder  . 
Her følger et eksempel, hvor Newton ønsker at bestemme fluksionen af     ; dette bevis 
udføres med udgangspunkt i de moderne definitioner, som er beskrevet i afsnit 3.1.5, men 
med Newtons egen moment-notation.  
Newton havde, som sagt, ikke nogen forudsætninger for at anvende funktioner, eftersom der 
dengang ikke var defineret et funktionsbegreb, men vi har valgt at anvende notationen      
og       alligevel, fordi vi betragter eksemplet med moderne briller, og dette er både den 
moderne og den mest overskuelige notationsmetode. Newton har sandsynligvis ikke udført 
præcis de samme udregninger, eftersom han ikke var i besiddelse af nutidens definitioner, 
men det antages, at han har gjort noget tilsvarende, eller i hvert fald i stil med, eftersom han 
kom frem til det samme resultat.  
 
Eksempel: Vi ønsker altså at bestemme fluksionen af        .   indføres, 
efter Newtons notation, og denne beskriver et uendeligt lille tidsrum, 
hvormed    angiver momentet, eller med andre ord den uendelig lille 
ændring af den tilhørende fluent,  .  
Disse betragtninger af ændringer giver anledning til, med nutidens øjne, at 
anvende definition 3.1.5.1, i hvilken differentialkvotienten defineres; 
hermed fremkommer følgende 
 
      
          
  
 
 
Dette udtryk kan nu rækkeudvikles ved anvendelsen af binomialteoremet 
på følgende måde 
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Eftersom led, der indeholder   , ifølge Newton, er infinitesimale i forhold 
til de resterende led, lader han de led, som indeholder    forsvinde, eller 
med nutidens øjne gå mod  , hvorved følgende resultat fremkommer 
 
            
 
På baggrund af Newtons fluksionsmetode ser det ud som om, at han havde brug for et 
grænseværdibegreb. Denne mangel på forståelse af grænseværdibegrebet blev tydeliggjort i 
De quadratura curvarum, som blev skrevet i 1676, men først udgivet i 1704. I denne afhandling 
forsøgte Newton at slippe af med alle spor af det uendeligt lille. Her skulle matematiske 
størrelser ikke ses som værende opbygget af momenter, eller meget små dele, men derimod 
beskrives ved kontinuert bevægelse, lidt ligesom han var begyndt på det i Methodus 
fluxonium.  
Den metode, som Newton i denne afhandling anvendte, i forsøget på at slippe af med 
infinitesimalerne, var at betragte, hvad han kaldte prime and ultimate ratios; eller første og 
ultimative forhold. Det ultimative forhold brugte Newton til at beskrive forholdet mellem de 
infinitesimale ændringer, når de var begyndt at forsvinde langsomt, og det første forhold 
brugte han til at beskrive forholdet mellem ændringer, som endnu ikke er infinitesimale; set 
med nutidens øjne ville man sandsynligvis sige, at det første forhold svarer til 
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differenskvotienten  
  
  
 , mens det ultimative forhold svarer til differentialkvotienten 
        
  
  
  . 
På trods af, at Newton omtaler ændringerne som værende forsvindende, hvilket med nutidens 
øjne ikke er en klar formulering – vi ville nok nærmere sige, at de gik imod   – kommer han 
faktisk frem til noget meget brugbart her, idet han jo faktisk både får defineret differens- og 
differentialkvotienten; imellem disse er der, som bekendt, det forhold, at 
differentialkvotienten er grænseværdien af differenskvotienten. Hermed har Newton faktisk 
taget en grænseværdi, selvom han ikke selv beskriver det helt på den måde, vi i dag forstår 
det.  
 
4.1.3 Diskussion 
For nu at sætte fokus på, hvilket uendelighedsbegreb Newton brugte, samt hvordan han 
brugte det, opsummeres her ovenstående betragtninger og pointer kort; Newton startede 
tilsyneladende med en idé om uendeligt små størrelser, eller infinitesimaler, som hverken var 
endelige eller præcist   i størrelse. Disse størrelser blev af George Berkeley (1685-1753), som 
var bare én af mange kritikere af disse størrelser, meget passende kaldt ”Ghosts of departed 
quantities.” [Boyer, 1949] Det primære problem med størrelser defineret på denne måde var, 
at de var svære at forstå og forholde sig til, blandt andet fordi de først var forskellig fra  , og 
derefter blev sat til  , og derfor rettede Newton i stedet sit fokus mod forholdet mellem dem, 
hvilket i heldige tilfælde har en endelig værdi og derfor burde være en del nemmere at 
forholde sig til.  
I Principia præsenterede han tre måder, som han mente, kunne bruges til at vise, hvordan der 
kan findes en forbindelse mellem de uendeligt små størrelser og forholdet mellem dem; disse 
tre metoder var: metoden med infinitesimaler, som blev brugt i De analysi, hans første værk; 
metoden med ”prime and ultimate ratios”, eller første og ultimative forhold, som især blev 
brugt i De quadratura; og til sidst metoden med fluksioner, som blev introduceret i Methodus 
fluxionum. [Boyer, 1949] 
 
Det faktum, at Newton, mere eller mindre, anså alle tre ovenstående metoder som værende 
forskellige metoder til at beskrive det samme, viser, hvor langt han egentlig var fra rigtigt at 
forstå sine egne metoder og begreber.  
Han rykkede meget for sin tid; for eksempel havde han i sin desperation efter opnåelsen af en 
forståelse af et grænseværdibegreb, mere eller mindre, defineret, hvad vi i dag kalder 
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differential- og integralregning. Han anvendte grænseværdier – tydeligst i form af relationen 
mellem det første og det ultimative forhold, siden det ultimative forhold er defineret som 
grænseværdien for det første forhold – men han forstod endnu ikke til fulde, hvordan det 
matematisk, eller intuitivt, gav mening eller kunne præciseres. Dette kommer også til udtryk i 
den måde, han omtaler ændringerne på, i forbindelse med indførelsen af det første og det 
ultimative forhold; her omtaler han ændringerne som værende henholdsvis begyndende og 
forsvindende. Dette er en noget vag måde at beskrive ændringer på, men han har formentligt 
italesat dem på denne måde, fordi en ren geometrisk forestilling af overgangen mellem 
differenskvotienten, eller det første forhold, 
  
  
, og differentialkvotienten, eller det ultimative 
forhold,        
  
  
 , har været svær uden denne form for formalisering, som vi i dag er i 
besiddelse af, men som ikke var kendt på Newtons tid. Det var svært dengang at forestille sig, 
at en given størrelse var der, men var ved at forsvinde, og dermed, på et tidspunkt, måtte være 
uendeligt lille og til sidst forsvundet; herudover var det formentligt svært at bestemme, 
hvornår ændringerne var begyndende eller forsvindende, som Newton beskrev dem. Disse 
besværligheder har vi ikke på samme måde i dag, fordi vi har et klart og præcist defineret 
grænseværdibegreb baseret på de reelle tal, som gør forståelsen acceptabel, og vi behøver 
ikke beskæftige os direkte med infinitesimale størrelser, som vi ikke ved, om eksisterer eller ej. 
Det var ikke kun i forbindelse med brugen af grænseværdier, at Newton anvendte ting, som 
han ikke forstod; han gjorde for eksempel det samme med infinitesimalerne. Selvom han 
gjorde op med sin egen tidlige brug af dem i sit senere arbejde, hvor han gjorde, hvad han 
kunne, for helt at undgå dem, slap han dem aldrig helt; momenterne holdt han fast i hele vejen 
igennem, og de blev ved med at være defineret som infinitesimaler, selvom han faktisk havde 
fundet en måde at slippe af med de infinitesimale betragtninger.  
At Newton blev ved med at bruge begreber og metoder, som han ikke helt selv forstod, og som 
hans samtid bestemt heller ikke var med på, skyldes jo nok, at han kunne se, at det, han 
gjorde, virkede. Han var jo egentlig ikke, i hvert fald umiddelbart, interesseret i, hvad 
uendelighed var for noget, og han havde heller ikke, som sådan, behov for at finde ud af, 
hvordan noget, der var uendeligt småt, skulle fortolkes. Grunden til, at han brugte så 
forholdsvist meget tid på, for eksempel, infinitesimalerne var, at han indså, at han havde brug 
for at anvende dem, men han forstod dem stadig ikke, og det var sandsynligvis 
utilfredsstillende – ikke kun for ham, men også for hans kollegaer og kritikere.  
Der ses også en tendens til dette, hvis man betragter de eksempler, Newton har med i sine 
udgivelser, hvor han anvender sine metoder. Disse eksempler er nøje udvalgt, så de bekræfter 
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hans teorier, selvom der nemt kan findes eksempler, som modbeviser dem; disse eksempler 
har han bare valgt ikke at beskæftige sig med. Dette diskuteres videre i afsnit 4.3. 
 
Newton viste med fluksionsmetoden en nogenlunde forståelig sammenhæng mellem, hvad vi i 
dag kalder differentialer og integraler; herudover ser det ud som om, at han forstod hastighed 
som værende en ændring i afstand indenfor et uendeligt lille tidsrum. Dette svarer, med vores 
nutidige briller, til den afledte med hensyn til tiden. Vi har ikke, med vores forståelse af 
differentialkvotienter, svært ved at forestille os, hvordan man kan aflede med hensyn til en 
anden variabel end tid, men det var tilsyneladende slet ikke med i Newtons tankegang, da han 
fremsatte sin fluksionsmetode; han betragtede alle afledte som værende afledte med hensyn 
til tid. Grunden til dette er jo nok, at han som sagt baserede fluksionsmetoden på en mekanisk 
betragtning, og selvom han sjældent var helt klar omkring argumentation i sine udgivelser, er 
det ikke usandsynligt, at han har haft hastighed og tid som associationer, faktisk hele vejen 
igennem, eftersom Galilei havde allerede tidligere skrevet en del om hastigheder i forbindelse 
med objekter i frit fald – dog uden at komme med en stringent definition på hastighed.  
 
Selvom Newton har vist sig selv at være usikker på sine definitioner, især i forbindelse med 
brugen af infinitesimaler, har han anvendt sit generaliserede binomialteorem, og altså dermed 
uendelige rækker, hele vejen igennem sin metodebygning. Brugen af disse uendelige rækker er 
endnu et eksempel på, hvordan Newton ser, at noget virker, og derfor anvender det, uden 
egentlig helt at forstå, hvorfor det virker. Han har simpelthen, mere eller mindre, gættet sig til 
en Taylor-udvikling for den række, han betragtede, som han kunne bruge til at generalisere 
teoremet, og dette, selvom Taylor ikke havde fremsat sine regler for rækkeudvikling endnu. 
Det ser ud som om, igennem Newtons eksempler, at udvidelserne, han har gjort med det 
generaliserede binomialteorem, ligeledes blev gjort, fordi han ville af med infinitesimalerne. 
Han kunne se, at han kom af med dem, og endda på en måde, som sikkert virkede aritmetisk 
korrekt, men forståelsen af de uendelige rækker har formentlig haltet.  
 
Kigger man på udviklingen igennem Newtons arbejde, som er det, der er skitseret i 
ovenstående afsnit, ses en udvikling i opfattelsen af uendeligt små størrelser, eller 
infinitesimaler. I sit tidlige arbejde brugte han gerne de uendeligt små størrelser; han 
definerede dem ikke særlig klart, måske fordi han selv syntes, de var lidt svære at forstå og 
forholde sig til. Herefter gik han mere og mere væk fra at bruge disse uendeligt små størrelser, 
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og noget tyder på, at det faktisk var, fordi han syntes, de ikke var defineret præcist nok, 
eftersom han nu indførte det første og det ultimative forhold, hvor infinitesimalerne blev 
udsat for en form for grænseværdibegreb, som dog endnu ikke var stringent formuleret. 
Problemet med infinitesimalerne var, at de jo var uendeligt små, og derfor var Newton i sit 
tidlige arbejde tilbøjelig til at sætte dem til   undervejs i sine beregninger, og så derved bort 
fra dem. Det fremgår, at han ikke var overbevist om, at man helt kunne se bort fra 
infinitesimale størrelser, for allerede i sin næste udgivelse, Methodus fluxonium, så han ikke 
ligeså hurtigt bort fra dem, som han havde gjort i De analysi. Senere kom han udenom 
problemet med at retfærdiggøre, hvordan han kunne se bort fra dem ved at indføre det 
ultimative forhold, fordi de herved forsvinder langsomt, i stedet for slet ikke at være der.  
 
Det viser sig, i gennemgangen af Newtons metodebygning, samt igennem analysen og 
diskussionen i dette afsnit, at Newton, og hans samtid, har haft problemer med i hvert fald to 
ting, som har at gøre med uendelighed; dette værende sig infinitesimaler og uendelige rækker 
– og i forbindelse med begge problematiker, har der vist sig et generelt problem i form af 
manglende forståelse af grænseværdier.  
Generelt har det vist sig, at det var svært for Newton at beskrive noget, som var uendeligt 
småt, uden at se helt bort fra det – en besværlighed, som i hvert fald understreger manglen på 
forståelse af grænseværdier. Det, Newton gjorde for at komme besværlighederne, i 
forbindelse med infinitesimalerne, til livs, var til dels at appellere til en intuitiv måde at 
betragte infinitesimalerne på, i form af fluksionsmetoden, som havde rod i en mekanisk, og 
derved intuitiv, betragtning; han forsøgte for eksempel at definere hastighed som værende en 
uendelig lille ændring i afstand over et uendeligt lille tidsinterval. Herudover indfører han det 
første og det ultimative forhold, som han også kom på i forbindelse med forsøget på at slippe 
af med infinitesimalerne, da det går op for ham, at han ikke på anden vis kan retfærdiggøre, 
hvorfor han ser bort fra dem. Her laver han en klar grænseværdibetragtning, men det er 
tydeligt, han ikke selv er klar over, at det er det, han gør, og dette skyldes utvivlsomt, at 
grænseværdier ikke var defineret stringent endnu.  
I forbindelse med brugen af de uendelige rækker ser det ligeledes ud som om, Newton har haft 
svært ved at retfærdiggøre, hvordan de summeres, men han har alligevel udvidet udtryk ved 
hjælp af binomialteoremet igennem hele sin metodebygning. Nogle af hans kollegaer havde, 
som sagt, postuleret, at den endelige sum, som rækken blev summeret til, svarede til, hvad vi i 
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dag ville kalde grænseværdien for rækken, men det var stadig ikke stringent defineret eller 
bevist, og det var formentlig igen, fordi grænseværdibegrebet manglede.  
 
4.2 Leibniz’ differentialer 
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1717) er i brede matematikerkredse kendt som den anden 
grundlægger af calculus. Leibniz levede omtrent samtidig som Newton, og de blev derfor 
inspireret af omtrent de samme mennesker og havde derved også omtrent det samme 
matematiske grundlag. Herudover antages det, at Leibniz, under et ophold i London, stiftede 
bekendtskab med Newtons værk De analysi. Leibniz’ primære studie var filosofi, og i dette tog 
han også en doktorgrad i 1667 ved Altdorf universitet i Nürnberg; herudover var han meget 
interesseret i matematik og logik, og i sine tidlige dage udgav han afhandlinger om mekanik og 
aritmetik. [Katz, 1998] 
Leibniz var altså, ligesom Newton, inspireret af sin samtid, som havde en primært geometrisk 
matematisk overbevisning, men han havde, på trods af dette, alligevel en mere aritmetisk 
tilgang til mange ting; denne kombination af aritmetik og geometri skulle vise sig at være 
nyttig for Leibniz i hans arbejde med byggestenene til calculus. [Boyer, 1949] 
 
Hvordan Leibniz tager sin plads i udviklingen af det moderne uendelighedsbegreb, belyses i de 
følgende afsnit. Indledningsvis betragtes hans arbejde med bygningen af calculus, for det er 
heri det relevante, i forhold til diskussionen af uendelighed, findes. De relevante pointer og 
overvejelser, som findes i Leibniz’ arbejde samles og diskuteres til sidst i et diskussionsafsnit. 
 
4.2.1 Leibniz om summer og differenser 
På baggrund af en betragtning, samt en sammenligning af, Pascals aritmetiske trekant (Figur 1) 
og den harmoniske trekant (Figur 2), samt disses egenskaber, fandt Leibniz ud af, at han var 
nødt til at finde en metode til bestemmelse af summer og differencer af infinitesimaler, og det 
viste sig, at der fandtes en omvendt sammenhæng mellem disse. En uddybende forklaring af 
dette følger i det nedenstående.  
Pascals trekant er et velkendt eksempel, og den repræsenteres normalt på en lidt anden vis, 
end den her er repræsenteret på Figur 1. Dette skyldes, at transformationen fra Pascals 
trekant til den harmoniske trekant, efter vores mening, nemmest ses, hvis den er 
repræsenteret på denne måde.  
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Leibniz startede med at bekræfte eksistensen af denne omvendte sammenhæng mellem 
summer og differencer ved at betragte en følge af tal,          ; følgen af differenser 
mellem disse tal gives som        . Disse  følger kan relateres på den måde, at differencen 
mellem tallene er lig summen af differencerne imellem dem: 
 
            
 
Ovenstående lighed antyder, at der findes en omvendt sammenhæng mellem summer og 
differencer. Med vished om dette kunne Leibniz nu opstille den harmoniske trekant.  
 
 
Figur 1 Pascals aritmetiske trekant. [Boyer, 1949] 
 
Figur 2 Den harmoniske trekant. [Boyer, 1949] 
 
Den harmoniske trekant opnås ved at dividere 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 … med for eksempel anden kolonne i 
Pascals trekant;          , hvilket giver anden kolonne i den harmoniske trekant 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
  
,…  
De resterende kolonner i den harmoniske trekant skabes ved samme metode. Nu viser der sig 
igen en omvendt sammenhæng mellem summer og differenser – præcis, som Leibniz havde 
forestillet sig, og som han havde overbevist sig selv om ved at se på talfølgen fra tidligere – for 
ved at betragte en given kolonne i den harmoniske trekant, ser man, at et givent punkt i den 
pågældende række er lig med differensen mellem punktet lige til venstre, samt punktet over 
det lige til venstre. Summen af punkterne i den givne kolonne vil altså svare til differensen 
mellem punkterne i kolonnen lige til venstre for denne; for eksempel, hvis den tredje kolonne 
på Figur 2 betragtes, vil summen af elementerne her være 
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Den anden kolonne, altså kolonnen lige til venstre for den tredje, vil have følgende difference 
mellem det første og sidste tal 
 
 
 
 
 
  
 
  
  
       
 
Her ses det altså, at summen af elementerne i en given kolonne svarer til differencen mellem 
elementerne i kolonnen til venstre for. 
På baggrund af undersøgelsen, samt bygningen, af den harmoniske trekant kom Leibniz frem 
til, at der måtte findes et sådant omvendt forhold mellem summer og differencer, og han 
kommer ydermere, igennem en generalisering af ovenstående betragtninger, frem til, at der 
må findes en forbindelse mellem dette forhold og geometri. [Katz, 1998] 
 
Med udgangspunkt i denne geometriske forbindelse indførte Leibniz en ny terminologi. Han 
betragtede en kurve, der var givet i et interval, som blev inddelt i flere mindre intervaller, med 
et    til hvert   . Følgen af differenser kan betegnes ved      , og summen af disse differenser 
skrives som            , hvor    er det nedre endepunkt for intervallet, mens    er det 
øvre. Tilsvarende, hvis følgen                             betragtes, så er summen 
af differensfølgen lig den originale følge;            . Yderligere introducerer Leibniz 
operatorerne for differencer og for summer, som følger: [Katz, 1998]   
 
              
        
 
Notationen her ovenfor dækker altså over henholdsvis differencer og summer; 
betragtningerne svarer altså til at bestemme henholdsvis differentialet og integralet af den 
pågældende kurve, og det ses ligeledes, at vi i dag anvender denne notation, som Leibniz her 
indfører. 
Med denne nye terminologi på plads betragtes nu inddelingen af et linjestykke,  , i små, lige 
store, ændringer, som benævnes   . Det forholder sig sådan, ligesom tidligere beskrevet, at 
summen af de små differencer,   , over hele linjestykket, er lig linjestykket selv fra    til   , 
som angiver henholdsvis nedre og øvre grænse for  . Dette kan med Leibniz’ nye terminologi 
skrives på følgende måde 
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Noget af det, som blev gjort tydeligt i anvendelsen af Leibniz’ notation var, hvilken variabel der 
blev differentieret med hensyn til, som vi ville sige i dag; vi skal se i det følgende afsnit, 
hvordan han med denne nye notation begyndte at betragte forhold mellem differentialerne, 
som for eksempel 
  
  
, og at et sådant forhold blev betragtet som én størrelse, selvom den i sig 
selv skrives som et forhold mellem to størrelser – med denne notation blev det tydeliggjort, at 
det er  , som ændrer sig med hensyn til  , noget som ikke var tydeligt i for eksempel Newtons 
notation. 
 
Det sker nu i de to efterfølgende år, at Leibniz udgiver det, som i dag betegnes som værende 
hans primære bidrag til bygningen af calculus. Hans første udgivelse var en kort artikel, der 
blev trykt i 1684 i Acta eruditorum, og som hed A New Method for Maxima and Minima as well 
as Tangents, which is neither impeded by fractional nor irrational Quantities, and a remarkable 
Type of Calculus for them. [Katz, 1998] Denne udgivelse indeholdt blandt andet hans 
definitioner på differenser, eller differentialer, samt reglerne for differentialer af summer, 
produkter, kvotienter, potenser og rødder; der fulgte ingen beviser for disse regler i 
udgivelsen. Herudover blev kort nævnt et par måder, hvorpå reglerne for differentialer kunne 
bruges til at bestemme tangenthældninger for en given kurve, samt hvordan maksimum og 
minimum af den givne kurve kunne bestemmes herudfra. 
 
4.2.2 Infinitesimale overvejelser 
I dette afsnit følger en moderne fortolkning af Leibniz’ arbejde med differentialetrekanter.  
 
Ovenstående arbejde med differenser anvendte Leibniz ved betragtningen af en given kurve; 
til denne betragtning opbyggede han en differentialetrekant (se Figur 3). [Katz, 1998] 
Trekanten består altså af de to kateter,    og   , samt hypotenusen, som tilnærmelsesvist er 
linjestykket mellem         og              . 
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Figur 3 Illustration af Leibniz’ differentialetrekant. 
 
Figur 4 Illustration af, hvordan en given differentialetrekant 
ikke kan benyttes som et generelt billede. 
 
Hvis man betragter Figur 3, ses det, at kurvens første ekstremumspunkt er placeret i punktet 
       , mens det næste ekstremumspunkt har placeringen              . Ud fra dette 
dannes differentialetrekanten med kateterne    og   , samt hypotenusen, som har en 
hældning, der kan udtrykkes ved 
  
  
; dette vil også svare til en tangent til kurven, som knytter 
to naboliggende toppunkter på sammen. 
  
  
 beskriver én bestemt størrelse, hvilket betyder, at 
denne kun er gældende for den pågældende tangent, og altså dermed ikke kan påføres på 
generelle tilfælde. 
Dette kan ses ved en betragtning af Figur 4; her ses den samme kurve som på Figur 3, og    og 
   er ligeledes de samme, hvorved differentialetrekanten fra Figur 3, hvor den er tegnet udfra 
det første ekstremumspunkt, faktisk bare er overført til Figur 4, hvor den nu er placeret ved 
det næste ekstremumspunkt. Det vil altså sige, at den stiplede diagonal på Figur 4 svarer til 
tangenten til kurven i        . Man kan se på Figur 4, at dette ekstremumspunkt ikke findes i 
et koordinat, som eksisterer på tangentlinjen til kurven, altså den stiplede diagonal. 
Konklusionen af denne betragtning af Figur 3 og Figur 4 er, at 
  
  
 kun kan betragtes som en 
tangenthældning ved momentane hændelser, eller i givne, bestemte punkter. [Fauvel and 
Gray, 1987]. Dette medfører, at størrelserne af    og    må være så små, at tangentlinjen 
med hældningen 
  
  
 for kurven på Figur 3 går igennem de to punkter,         og           
   . Størrelsen af    og    svarer til, hvad vi i dag kalder infinitesimal, og man siger derfor, at 
   og    er infinitesimaler. 
Anvendelsen af infinitesimalerne er nyttig, fordi brugen af disse størrelser medførte 
muligheden for at bestemme tangenthældninger for en given kurve, i et givent punkt. Er den 
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infinitesimale ændring på  -aksen,   , negativ, er tangenthældningen ligeledes negativ; på 
samme måde gælder det, at hvis    er positiv, er tangenthældningen også positiv. Hvis den 
infinitesimale ændring er  , vil tangenthældningen også være  , hvilket betyder, at tangenten 
er parallel med  -aksen, og der dermed kan det være tilfældet, at der findes et maksimum 
eller et minimum i det givne punkt. [Fauvel and Gray, 1987] [Katz, 1998] 
 
4.2.3 Diskussion 
I dette afsnit opsummeres, samt diskuteres, de pointer, som findes relevante i forbindelse med 
en diskussion af, hvordan Leibniz har anvendt uendelighed igennem sit arbejde. 
 
Leibniz anvender, som vi har set i tidligere afsnit, infinitesimaler; dette gør han, selvom han 
faktisk finder det svært at definere dem stringent. Han forsøger i stedet at argumentere for 
brugen af infinitesimaler ved en betragtning om, at hvis et givent forhold gælder i generelle 
tilfælde, så vil det samme forhold også gælde i tilfælde, hvor de indgående størrelser selv er  , 
eller tilnærmelsesvist  . [Katz, 1998] Han antager altså, at der eksisterer uendeligt små 
størrelser, infinitesimaler, og han anvender dem også, som om de er eksisterende størrelser, 
men han er ikke i stand til rigtigt at forholde sig til dem. [Katz, 1998] 
I sin udgivelse fra 1684 var han ydermere forsigtig med at bruge ordet infinitesimale; dette var 
formentligt, fordi han forsøgte at undgå kritik, idet han anvendte en størrelse, som hverken 
han selv eller hans samtid var i stand til at give en stringent definition på.  
Han forsøgte dog at forklare, samt retfærdiggøre brugen af, sine differenser – eller 
differentialer, som han også kaldte dem – der optrådte i hans tidlige arbejde; han var endnu 
ikke begyndt at kalde disse differentialer for infinitesimaler, for dette var et ord, som han, som 
sagt, stadig forsøgte at undgå. Leibniz forsøgte at definere sig ud af infinitesimalerne ved at 
skabe paralleller mellem forholdet mellem to infinitesimaler,    og   , og forholdet mellem 
en tangent og en subtangent til en vilkårlig kurve. Med denne definition gjorde Leibniz sine 
differentialer til endelige størrelser, hvorved han umiddelbart har undgået at tale om uendeligt 
små størrelser, hvilket tydeligvis passede ham fint. Det var dog alligevel ikke tilfældet, hvis man 
ser lidt nærmere på hans definition; man ville nemlig umiddelbart mene, at forklaringen af 
differentialerne var afhængige af et grænseværdibegreb, men det var Leibniz, som sådan, ikke 
i besiddelse af. Han definerede derfor en tangent som værende en linje, der forbinder to 
punkter på en given kurve, som er uendeligt tæt på hinanden. De uendeligt små afstande 
mellem disse uendeligt nære punkter kunne så udtrykkes ved differentialer. Dette betyder 
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altså, at selvom Leibniz, overfladisk set, er sluppet udenom brugen af uendeligt små størrelser, 
er det alligevel ikke helt lykkedes for ham. [Boyer, 1949] 
Det viser sig i hans arbejde med infinitesimaler, at resultaterne er meningsfulde, hvilket må 
betyde, at anvendelsen af dem har sin plads, samt giver mening, i matematikken; alligevel er 
det tilsyneladende svært at tildele dem en stringent definition, der berettiger deres eksistens – 
i hvert fald, hvis man ikke må forudsætte, at de eksisterer, for det er lidt det, Leibniz gør i 
ovenstående forklaring.  
I de udledninger, Leibniz, ifølge eksisterende litteratur, kommer med, forefindes kun 
eksempler, som ender i et veldefineret resultat. Han viser altså ikke, hvordan forholdet mellem 
differenser, 
  
  
, kan resultere i et udefineret resultat. Dette kunne selvsagt nemt skabes, idet 
Leibniz ikke havde et stringent grænseværdibegreb, og derfor ville han formentligt ikke have 
været i stand til at sige, hvad der skete med et forhold, som, med vores nutidige øjne, gik mod 
uendelig. Om han selv har været klar over disse falgruber eller ej, vides dog ikke.  
 
Leibniz beskæftigede sig, udover infinitesimalerne, også med uendelige rækker. Dette så vi for 
eksempel i forbindelse med den harmoniske trekant,  hvor han betragter forholdet mellem 
summer og differenser af kolonnerne i trekanten. I denne forbindelse kommer han frem til 
følgende [Katz, 1998] 
 
 
 
 
 
  
 
 
  
   
 
 
 
 
Han var ligeledes af den tro, at en anden uendelig række også summeredes til 
 
 
; dette gjaldt 
følgende række [Boyer, 1949] 
 
            
 
 
 
 
Denne uendelige række kan ikke summeres, siden de ulige led i afsnitsfølgen vil være  , mens 
de lige vil være 0, og vi ville, med nutidens grænseværdibegreb, sige, at rækken ikke havde 
nogen grænseværdi, men dette havde Leibniz ikke umiddelbart forudsætninger for at 
konkludere. 
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Leibniz’ betragtninger af uendelige rækker antyder altså, at han ikke helt kan forholde sig til, 
hvad en række, bestående af uendeligt mange led, summeres til. Han kommer dog, på trods af 
sin manglende forståelse af uendelige rækker, frem til den rigtige værdi, når han summerer 
leddene i den harmoniske trekant. På baggrund af resultaterne fra hans arbejde med den 
harmoniske trekant kommer han frem til en forbindelse mellem summer af differencer og 
geometri; denne forbindelse har formentligt styrket ham i troen på rigtigheden af sin metode, 
fordi hans samtid, som sagt, var af overvejende geometrisk overbevisning. 
 
På baggrund af ovenstående pointer og betragtninger kan det konkluderes, at Leibniz, ligesom 
Newton, løb ind i besværligheder omkring uendelighed, på to områder; dette værende sig 
infinitesimaler og uendelige rækker.  
I tilfældet med infinitesimaler anvender Leibniz størrelser, som endnu ikke er stringent 
defineret, men som han betragter som værende uendeligt små. Da Leibniz selv forsøger på en 
tidlig definition af disse størrelser, hvori han forsøger at slippe udenom brugen af det uendeligt 
lille, ender han alligevel med en definition, som forudsætter infinitesimalernes eksistens, 
selvom den egentlig skulle tjene det formål at retfærdiggøre deres eksistens som andet end 
uendeligt små størrelser. 
I forbindelse med sin tidlige definition af differentialer er det tydeligt, at Leibniz mangler et 
stringent defineret grænseværdibegreb.  
I sin betragtning af uendelige rækker kommer Leibniz også til dels på dybt vand, idet han søger 
en metode til at summere uendelige rækker. Han kommer med sit eget bud på summen af to, 
og sikkert også flere, uendelige rækker, men set i bagklogskabens lys er det ene af disse to bud 
ukorrekt. 
I forbindelse med sine besværligheder, uanset om de handlede om infinitesimaler eller 
uendelige rækker, har Leibniz anvendt resultaterne på trods af sin manglende forståelse af, 
hvorfor de kunne anvendes. Han har simpelthen set, at de virkede, samt gav nogen smarte 
resultater, som han havde brug for, og derfor har han valgt at anvende dem på trods af sin 
mangel på forståelse. 
Brugen af, samt arbejdet med infinitesimaler, slutter ikke med Leibniz; der var nemlig flere 
matematikere, som adopterede tankegangen, og som forsøgte at arbejde videre med disse 
vanskelige størrelser, selvom de stadig gav anledning til forståelsesproblemer og endnu ikke 
var klart defineret. Der var dog også kritikere af arbejdet med infinitesimaler, som ikke mente, 
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man burde bygge teorier og metoder på størrelser, som man ikke havde vist, eksistererede, 
eller som i hvert fald ikke var klart defineret.  
 
4.3 Samlet diskussion 
På baggrund af ovenstående afsnit søges nu at diskutere på tværs af Newton og Leibniz; det 
diskuteres, blandt andet, hvilke lighedspunkter, samt hvilke forskelle, er der at finde imellem 
dem. Afsnittet her er en sammenligning, igennem en opsummering, af de vigtigste pointer fra 
diskussionerne af henholdsvis Newton og Leibniz’ arbejde med uendelighed. På baggrund af 
denne sammenligning ønsker vi at fremhæve nogen pointer, som kan siges at være generelle 
for tiden. 
Det har vist sig, at Newton og Leibniz er løbet ind i omtrent de samme vanskeligheder – eller i 
hvert fald vanskeligheder forbundet med de samme forståelsesproblemer – og der findes 
derfor flere lighedspunkter, end der findes forskelle. Dette tydeliggøres herunder.  
 
Både Newton og Leibniz anvender kun potentiel uendelighed; dette er naturligt nok, eftersom 
matematikerne på denne tid generelt ikke havde accepteret eksistensen af aktuel uendelighed. 
I anvendelsen af uendelige rækker anvendes potentiel uendelighed i den forstand, at der 
betragtes summer af rækker, hvor der hele tiden lægges et nyt led til, og dette kan gøres 
ubegrænset mange gange – her tæller man altså mod uendeligt, om man så må sige. Dette gør 
sig gældende i både Newtons og Leibniz’ arbejde med de uendelige rækker.  
I betragtningerne af infinitesimalerne, eller de uendeligt små størrelser, er der ligeledes tale 
om potentiel uendelighed i den forstand, at størrelserne anses som værende forsvindende 
små; implicit anses de for at kunne gøres mindre og mindre, uanset hvor små de er, uden at de 
nogensinde antager værdien  .  
Dette gælder dog ikke Newtons første udgivelse, De analysi, hvor han faktisk igennem beviser 
og udregninger satte de infinitesimale størrelser lig med  ; dette forekom dog kun i Newtons 
meget tidlige arbejde, for herefter tog han selv afstand fra den opfattelse, at de infinitesimale 
størrelser kunne behandles sådan. 
 
Igennem undersøgelsen af henholdsvis Newton og Leibniz har det vist sig, at de begge har 
arbejdet med omtrent det samme, de har bare gjort det på hver deres måde. De er ydermere 
kommet frem til omtrent de samme resultater, dog formuleret på hver deres måde, eftersom 
deres metoder var forskellige. 
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Som nævnt tidligere har begge haft forståelsesproblemer i forbindelse med de samme 
aspekter af uendelighed; dette værende sig primært infinitesimaler og uendelige rækker. I 
begge tilfælde viser det sig, at de har haft forståelsesproblemer, især grundet en manglende 
stringent definition af et grænseværdibegreb, men at de på trods af dette har anvendt både 
infinitesimaler og uendelige rækker alligevel – og i Newtons tilfælde også noget, der mindede 
om grænseværdier. Grunden til dette er formentligt, at de begge har set, hvordan deres 
overvejelser gav fornuftige og brugbare resultater, og derfor har de valgt at anvende dem 
alligevel, uden egentlig at være i stand til at forstå, og ikke mindst retfærdiggøre, brugen af 
dem.  
Det, at to samtidige matematikere, mere eller mindre uafhængigt af hinanden, har arbejdet 
med det samme, og endda har oplevet de samme forståelsesvanskeligheder i forbindelse med 
uendelighed, må siges at understrege, at der har været behov for at få defineret sig ud af disse 
forståelsesproblemer, som de begge løb ind i. Det er nok ikke tilfældigt, at begges arbejde 
peger så meget i retning af manglen på en definition af grænseværdier. 
Det har ydermere vist sig, at begge mænd igennem deres arbejde har anvendt eksempler, som 
udelukkende understøtter deres teorier, og derved har de valgt at se bort fra tilfælde, som 
umiddelbart taler imod deres teorier.  
Det er forholdsvist simpelt at frembringe et sådant eksempel, som på Newton og Leibniz’ tid 
formentligt ville være blevet anset som værende i modstrid med deres teorier og metoder. For 
eksempel, hvis vi, med udgangspunkt i punktet  , lader     , da vil        og      , 
ifølge Leibniz’ notation, beskrive ændringer af henholdsvis   og  . Følgende forhold mellem de 
to ændringer,    og   , vil da forekomme – igen med Leibniz’ notation 
 
  
  
 
   
  
 
 
Med Newtons terminologi ville man kalde ovenstående forhold for det første forhold, fordi 
størrelserne endnu ikke er forsvindende. Når man tager op til overvejelse, at    og    er 
infinitesimale ændringer, og derfor anses som værende uendeligt små, får man derfor, at 
udtrykket går mod noget udefineret 
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Med Newtons terminologi, ville spørgsmålstegnet svare til det ultimative forhold, fordi 
størrelserne her er forsvindende, og man har altså med nutidens øjne her taget en 
grænseværdi. Med spørgsmålstegnet menes simpelthen, at resultatet er udefineret; dette ville 
ikke være tilfældet, hvis man betragtede det samme forhold, set med nutidens øjne, for vi har 
en klar definition af, hvad der sker, hvis man tager følgende grænseværdi 
 
  
    
 
 
   
    
 
Det, at noget kunne divergere mod uendelig, som jo er det, ovenstående udtryk siger, var ikke 
noget, man havde forudsætninger for at forstå på Newton og Leibniz’ tid. For det første anede 
man ikke, hvad man skulle forstå ved en grænseværdi, så det, at et udtryk kunne gå mod 
noget, var ikke defineret; herudover var uendelighed heller ikke klart defineret endnu, og det 
var ydermere en størrelse, som begge mænd forsøgte at undgå i deres arbejde, ligesom de 
begge forsøgte at undgå brugen af infinitesimaler i dele af deres arbejde.  
Om Newton og Leibniz har været bevidst om, at deres eksempler er valgt på en sådan måde, at 
deres teori kun kan bekræftes igennem dem, er selvsagt ikke til at svare på; men det var de nu 
formentligt nok, eftersom de jo tydeligt har udtrykt besværet med grænser og uendelighed. 
Grunden til, at eksemplerne er valgt, så der kun findes eksempler, der bekræfter teorierne, er 
nok ikke, fordi Newton og Leibniz har set det som værende unødvendigt at forklare yderligere, 
men simpelthen fordi de ikke har været i stand til at forklare de resterende tilfælde, som på 
deres tid ville have afkræftet teorierne. Som sagt har de set, at deres metoder har virket, i den 
forstand, at de har genereret resultater, som har givet mening, og som har været brugbare, 
også selvom man på denne tid ikke kunne forklare, hvorfor de virkede. Newton og Leibniz har 
derfor formentligt set sig, mere eller mindre, nødsaget til at anvende metoderne, og dermed 
også resultaterne, alligevel, på trods af deres forståelsesvanskeligheder.  
Det var ikke kun valget af eksempler, som må siges at være mangelfuldt igennem Newton og 
Leibniz’ arbejde. I begge tilfælde findes en generel mangel på forklaringer, klare definitioner og 
argumentation i det hele taget. Newton udvikler sine teorier og metoder, som om han antager, 
at nærmest alting er intuitivt for læseren; Leibniz udgiver sin calculus, bestående af en masse 
regneregler for differentialer, eller differenser, men der findes ingen beviser for disse regler. 
Grunden til, at denne argumentation mangler, er jo nok, som sagt, at de begge har haft for 
store forståelsesproblemer i forhold til det af deres metodebygning, som havde forbindelse til 
uendelighed, og de har derfor nok haft svært ved at levere denne argumentation.  
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Man havde altså, igennem arbejdet med infinitesimalerne og de uendelige rækker, fundet 
metoder, som virkede, og som gav meningsfulde resultater i matematikken, men samtidig 
byggede disse metoder altså på noget, som stadig ikke var klart defineret, og som voldte  
samtidens matematikere store forståelsesproblemer. Det tyder på, at man var nødsaget til at 
definere et grænseværdibegreb, før disse forståelsesproblemer rigtigt kunne løses.  
Herudover var uendelighed ikke klart defineret; det vil sige, at man havde en vis forståelse af 
potentiel uendelighed, som havde grund i Aristoteles’ overvejelser omkring emnet, men man 
var stadig ikke rigtig nået til en klar, matematisk definition, og uendelighed var derfor stadig 
svært at regne med. 
 
4.3.1 Newton og Leibniz’ bidrag til udviklingen af det moderne uendelighedsbegreb 
Newton og Leibniz bidrog mere eller mindre med det samme til udviklingen af det moderne 
uendelighedsbegreb, idet de beskæftigede sig med omtrent det samme og faktisk også kom 
frem til omtrent de samme resultater.  
Det, som kom frem igennem deres arbejde, var det, vi i dag kalder differential- og 
integralregning – om end ikke helt færdigformuleret, som vi kender det i dag. Det, man især får 
øje på, når man betragter deres arbejde i søgen efter spor af håndtering af uendelighed, er, at 
de ikke rigtigt er i stand til at håndtere uendelighed – og hermed heller ikke aspekter af 
uendelighed, i særdeleshed beskæftiger de sig med infinitesimaler og uendelige rækker – 
simpelthen fordi de mangler en forståelse af grænseværdier.  
Det diretke bidrag til udviklingen af det moderne uendelighedsbegreb er derfor ikke helt klart, 
men man kan sige, at de har bidraget med at sætte fokus på de aspekter af uendelighed, som 
man dengang havde brug for at få belyst, for at komme videre med teoribygningen af de to 
fagområder, calculus og analyse; udfra deres arbejde blev det klart, at man manglede et 
grænseværdibegreb, før man kunne forholde sig til uendeligt små størrelser, samt uendelige 
rækker. 
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5. Den stringente definition 
I foregående afsnit, Den infinitesimale begyndelse, blev udtrykket infinitesimal, eller uendeligt 
lille, efterladt med en stadigt undvigende definition. I dette afsnit ser vi, hvordan denne 
definition udvikles til en mere stringent definition, som nemmere kan forsvares at anvende 
matematisk. 
Afsnittet beskæftiger sig i særdeleshed med den franske matematiker Augustin-Louis Cauchy 
(1789-1857) og den tyske matematiker Karl Weierstrass’ (1815-1897), og disses arbejde med 
en mere stringent behandling af, blandt andet, definitionen på, hvad infinitesimaler, samt 
potentiel uendelighed, mere stringent set, betyder.  
Indledningsvis følger en kort redegørelse for indførelsen af funktionsbegrebet – i forbindelse 
med dette, en kort præsentation af Euler – samt grænseværdier, idet disse faktorer danner 
grundlaget for Cauchys, og dermed også Weierstrass’, arbejde. Derefter følger en introduktion 
af selve deres arbejde med grænseværdier, kontinuitet og konvergens, hvoraf definitionerne 
på infinitesimaler og potentiel uendelighed bliver præsenteret.  
 
5.1 Fra Newton og Leibniz til Cauchy og Weierstrass 
I dette afsnit opsummeres kort det historiske forløb fra Newton og Leibniz til Cauchy og 
Weierstrass; særligt lægges fokus på Euler, som kom med et markant bidrag til formalisering. 
 
5.1.1 Euler 
I foregående afsnit omkring Newtons og Leibniz’ arbejde med infinitesimaler og uendelige 
rækker fremgår det, at anvendelsen af funktioner ikke indgår. Begrebet funktion blev indført 
for første gang i 1718 af Johann Bernoulli, og små 50 år efter definerer den schweiziske 
matematiker Leonard Euler (1707-1783) sit funktionsbregeb. [Katz, 1998]  
Med dette funktionsbegreb gjorde Euler helt op med den hidtil herskende geometriske 
overbevisning vedrørende infinitesimalregning. Selvom man tidligere havde brugt begrebet 
funktion, samt haft en idé om, hvad dette begreb dækkede over, var Euler den første, som 
egentlig tillagde funktionsbegrebet særlig betydning, og som systematisk studerede, samt 
kortlagde, de mest fundamentale funktioner, hvortil han knyttede deres tilhørende 
differentialer og integraler. Med begrebet funktion forstod Euler et analytisk udtryk af variable 
og konstanter, som kan repræsenteres med simple symboler; funktionalitet havde at gøre med 
formel repræsentation, og handlede altså ikke om en konceptuel antagelse om forhold mellem 
størrelser. [Boyer, 1949] Hans funktionsbegreb kan formuleres på følgende måde 
Christina Glentvor Skou Larsen og Ida Marie Friisberg 
Roskilde Universitet, IMFUFA 
Side 53 af 81 
 
 
 ”When quantities depend on others in such a way that [the former] undergo 
changes themselves when [the latter] change, then [the former] are called 
functions of [the latter].” [Katz, 1998 – side 724] 
 
Ovenstående formulering kan oversættes  til, at hvis en størrelse afhænger af en anden 
størrelse, således at en ændring i den ene størrelse,  , medfører en ændring i den anden 
størrelse,  , da vil    være en funktion af  . 
Euler var af den opfattelse, at hans forgængere havde gjort det uendeligt store og uendeligt 
lille til et alt for stort mysterium, i forhold til hvor stort et mysterium det i virkeligheden var; 
han holdt fast i, at en uendelig lille størrelse simpelthen kunne sættes til  . Dette gjorde han 
på baggrund af, at en værdi, som er mindre end en hvilken som helst størrelse – og det var en 
sådan værdi, man på denne tid tillagde infinitesimalerne – nødvendigvis måtte være  . På 
dette grundlag satte Euler derfor simpelthen        . Denne opfattelse af infinitesimaler 
medførte, at Euler anså formålet med caclulus for at være bestemmelsen af forholdet mellem 
forsvindende størrelser – med andre ord en formel, regelbundet bestemmelse af udtrykket 
 
 
. 
[Boyer, 1949] 
Eulers uendelighedsopfattelse mindede om meget tidligere matematikeres. Han betragtede 
summen        , og siden denne kan fortsættes, til den er større end en hvilken som 
helst given størrelse, må den anses for at være uendelig, og dermed kan den repræsenteres 
ved symbolet . I en anden sammenhæng postulerede Euler ydermere, at   repræsenterede 
en slags grænseværdi mellem de positive og negative heltal – med dette synspunkt mindede 
hans fortolkning af symbolet altså, i denne forbindelse, om tallet  . På samme vis mente han, 
at 
 
 
   skulle fortolkes på den måde, at intet ganget med uendeligt kan resultere i en endelig 
størrelse:      . Herudover var han af den mening, at 
 
  
 ville være uendelig, fordi     , 
hvorved 
 
   
 ville være uendelig af anden orden; mere generelt, mente han altså, at der 
fandtes et uendeligt antal grader af uendelighed. For eksempel ville der, hvis   var uendelig, 
være 1.000 grader af uendelighed mellem   og       . [Boyer, 1949] 
Euler beskæftigede sig også med uendelige rækker; på baggrund af Leibniz’ postulat om, at  
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sagde Euler, at, siden 
 
      
 
 
 
, kunne det konkluderes, at  
 
            
 
 
 
 
Under andre omstændigheder postulerede han ydermere, at  
 
            
 
Der findes mange flere eksempler på, hvordan Euler har behandlet sådanne uendelige rækker, 
igennem sine udgivelser. [Boyer, 1949] 
 
Selvom Eulers bidrag til emnet ikke var nær så stringent og præcist præsenteret, som hans 
efterkommeres ville blive det, så bidrog han stadig med en vigtig ting; han indførte en 
formalistisk tendens, som medvirkede til, at matematikken og dens definitioner og begreber 
kunne formuleres på en mere formalistisk og stringent måde, hvormed matematikken kunne 
frifinde sig fra den geometriske afhængighed, den tidligere havde været præget af. [Boyer, 
1949] 
 
5.1.2 Fra Euler til Cauchy og Weierstrass 
Efter, at Euler havde defineret sit funktionsbegreb, arbejdede en italiensk-fransk matematiker, 
Joseph Louis Lagrange (1736-1813) videre med dette. I sit arbejde udledte han, at alle 
funktioner kunne skrives som rækker, undtagen måske i isolerede punkter. [Katz, 1998] I 
forhold til anvendelsen af infinitesimaler til bestemmelse af den momentane tangenthældning, 
anså Lagrange, præcis ligesom Euler gjorde det, denne for at være 
 
 
. [Boyer, 1949] 
 
I 1754 definerede den franske matematiker Jean le Rond d’Alembert (1717-1783), hvad han 
mente med en grænseværdi; forholdet 
 
    
 er altid mindre end 
 
  
, hvis de indgående 
størrelser ikke er negative, men jo mindre værdi   antager, des større bliver forholdet, og siden 
  kan gøres så lille, som det ønskes, kan forholdet 
 
    
 bringes så tæt på 
 
  
, som det ønskes. 
Konsekvensen af dette er, at 
 
  
 er grænseværdien for 
 
    
. [Katz, 1998] Dette var altså, et af 
de tidlige, bud på en definition af en grænseværdi, dog kun i et konkret tilfælde. [Katz, 1998] 
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I 1799 udgav den franske matematiker Sylvestre François Lacroix (1765-1843) en afhandling 
under titlen Traité du calcul differentiel et du calcul intégral. Denne afhandling omhandlede en 
undersøgelse af metoderne i calculus, som de havde udviklet sig siden Newton og Leibniz. 
Blandt andet findes i afhandlingen en betragtning af, hvordan forholdet 
  
  
 kan defineres udfra 
d’Alemberts definition af en grænseværdi, samt som funktion udfra Eulers funktionsbegreb. 
Han udgav efterfølgende en kortere version af afhandlingen, som han kaldte Traité 
élémentaire du calcul differentiel et du calcul intégral, og denne blev så populær, at der i årene 
1802-1881 blev lavet ni udgaver. Det, Lacroix gør, er, at i stedet for at definere calculus udfra 
en betragtning af tangenter, samt deres hældninger, anvender han grænseværdier. Han 
kommer blandt andet med et eksempel, hvor han bestemmer grænseværdien af hældningen 
mellem       og          
 :  
 
    
 
 
           
 
 
                
 
        
 
Han forklarer herudover, at   kan gøres så lille, som det ønskes, hvilket resulterer i 
grænseværdien    .  
Han mente ydermere, ligesom Lagrange, at alle funktioner kunne udtrykkes som rækker, 
undtagen muligvis i isolerede punkter, og derfor bevægede hans arbejde sig over anvendelsen 
af Taylor-rækken for en funktion. Dette brugte han til at udvikle differentiale formler, samt til 
at bestemme maksimum og minimum for funktioner af flere variabler. [Katz, 1998] [Boyer, 
1949] 
 
Cauchy mente, i sin betragtning af dette arbejde, at argumentationen byggede på et 
mangelfuldt grundlag, og det var dette, som lå til grund for hans motivation for at omtænke 
grundlaget for calculus [Katz, 1998]. Han udgiver to tekster under titlerne Cours d’Analyse de 
l’École Royale Polytechnique og Résumé des lecons données a l’École Royale Polytechnique – 
disse bliver udgivet henholdsvis i 1821 og 1823 – hvori han arbejder med ideer omkring 
grænseværdier, kontinuitet, konvergens, samt afledte og integraler [Katz, 1998][Fauvel and 
Gray, 1987]. I dette arbejde optræder ingen geometriske figurer og fortolkninger. 
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5.2 Cauchy og Weierstrass 
I dette afsnit følger en betragtning af Cauchys arbejde med grænseværdier, kontinuitet, 
konvergens og afledte funktioner; disse aspekter af hans arbejde bruger han til at definere, 
hvad en infinitesimal størrelse er, samt hvad det vil sige, at et udtryk har en uendelig 
grænseværdi. Sidst i afsnittet betragtes, hvordan Weierstrass har arbejdet videre med Cauchys 
begreber – i særdeleshed beskæftigede Weierstrass sig med konvergens, kontinuitet, samt 
summer af uendelige rækker.  
 
5.2.1 Cauchy om grænseværdier 
Cauchy definerer en grænseværdi på følgende måde, citeret i en engelsk oversættelse 
 
 ”When the successive values attributed to a variable approach indefinitely a 
fixed value so as to end by differing from it by as little as one wished, this 
last is called the limit of all the others.” [Boyer, 1949 – side 272] 
 
I denne definition anvender Cauchy begrebet variabel, selvom det dog ikke er helt klart, hvad 
han mener med dette begreb. Det er lidt uklart, om Cauchy med dette citat forsøger at 
definere grænseværdien for en følge (se definition 3.1.1.1) eller grænseværdien for en 
funktion (se definition 3.1.3.1); forvirringen opstår primært, idet han skriver ”... successive 
values attributed to a variable ...”, da ordet ”successive” antyder, at her er tale om en følge, 
mens ”values attributed to a variable” antyder, at her er tale om en funktion, eftersom dette 
kunne fortolkes som funktionsværdier, der afhænger af den såkalte variabel. Grundet denne 
forvirring antages det her, at han har tænkt på en følge som genereret af en funktion, hvormed 
følgen består af en række funktionsværdier, som kan siges at afhænge af variablen. Herudover 
ses det af definition 3.1.3.1, som angiver grænseværdien for en funktion, at denne definition af 
grænseværdier forudsætter konvergens, hvilket Cauchy ikke har defineret endnu; derfor giver 
det bedst mening, at her er tale om grænseværdier for følger.  
Det  antages altså her, at Cauchys ovenstående definition kan oversættes til definitionen af 
grænseværdier for følger (definition 3.1.1.1), hvormed den kan læses på følgende måde 
 
For hvert     (differensen fra grænseværdien) eksisterer et      
således, at: 
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    medfører          
 
Dette betyder, at for hvert givet    , ekstisterer der et      således, at  følgens elementer 
opfylder uligheden           , som betyder at jo mindre   bliver, des tættere på den 
faste værdi, kaldet grænseværdien, vil følgens elementer være. 
Som nævnt i afsnit 3.1.1 kan følger opfattes som værende genereret af funktioner; derfor kan 
det tænkes, at Cauchy med denne definition også har inkluderet følger af typen      , hvor 
        , hvormed han også har taget højde for, at funktioner kan have grænseværdier.  
 
Cauchy beskæftigede sig ydermere med tilfælde, der havde grænseværdierne   . Om disse 
tilfælde sagde han, at hvis en given positiv variabel stiger jævnt på en sådan måde, at den 
overgår alle andre endelige værdier i størrelse, siger man, at den variable har grænseværdien 
 ; ligeledes hvis en given variabel er negativ, og den på en jævn måde bliver mere og mere 
negativ, mere negativ end alle andre endelige værdier, da vil variablen have grænseværdien 
  . [Fauvel and Gray, 1987] 
Det at sige, at et givent udtryk har grænseværdien   , er med nutidens øjne det samme som 
at sige, at udtrykket divergerer. Som vi så i tidligere afsnit omkring det moderne 
uendelighedsbegreb, defineres divergens mod  på følgende måde 
 
                     
 
Ligeledes gælder det for udtryk, der divigerer mod  , hvor det ser ud, som følger 
 
                      
 
Ved hjælp af denne definition, som Cauchy giver af grænseværdier, definerer han ydermere 
infinitesimale størrelser; en sådan definerer han som værende en variabel, som har 
grænseværdien  . [Katz, 1998] Her anvender han altså igen begrebet variabel, og ligesom 
tidligere er det stadig ikke helt klart, hvad han mener med dette begreb; her antages det igen, 
at han betragter en følge, eftersom tankegangen synes at være, at der med en variabel 
størrelse menes en størrelse, som kan antage alle mulige forskellige værdier indenfor et givent 
domæne, som kan være endeligt eller uendeligt, den ene værdi efter den anden i en 
rækkefølge, præcis som en følge. 
Udviklingen af det moderne uendelighedsbegreb 
The development of the modern concept of infinity 
Side 58 af 81 
 
Denne følge vil derfor opfylde følgende, siden     
 
                       
 
I ovenstående definition angiver    det      element i følgen, og definitionen siger herved, at 
givet et    , kan et    vælges, således at     , og dette vil medføre, at uanset værdien af 
 , vil ethvert      element for sådanne     , altid være numerisk mindre end  . 
 
5.2.2 Cauchy om kontinuitet 
Nu, hvor en definition af grænseværdier var blevet fastlagt, begyndte Cauchy at undersøge 
kontinuitet og diskontinuitet hos givne funktioner. Som eksempel betragtes funktionen     , 
som kun er afhængig af én variabel, nemlig  . For hver eneste værdi af  , findes der omkring 
denne værdi et interval; funktionen      vil være kontinuert med hensyn til   imellem de to 
intervalendepunkter, hvis en uendelig lille stigning i variablen,  , altid medfører en uendelig 
lille stigning i funktionen selv. [Fauvel and Gray, 1987]  
En moderne udgave af Cauchys definition på kontinuitet, kan skrives som definitionen af 
kontinuitet i et punkt, som den er givet i definition 3.1.3.2. Denne definition ser ud på følgende 
måde 
 
Funktionen   siges at være kontinuert i et punkt    , hvor    , hvis og 
kun hvis der for ethvert     eksisterer et     (som typisk afhænger af 
    og  ), så 
 
        og     medfører               
 
Med ord siger denne definition af kontinuitet i et punkt, at hvis der gives et    , kan et 
    vælges, uanset hvilket   der gives, således at den numeriske differens mellem værdien   
og værdien   er mindre end det valgte   medfører, at den numeriske differens mellem 
funktionsværdien i   og i   er mindre end  . 
 
5.2.3 Cauchy om konvergens 
Udover kontinuitet beskæftigede Cauchy sig også med konvergens af funktionsfølger. Det var 
endnu ikke kendt, at konvergens kunne betragtes i to forskellige betydninger, nemlig uniform 
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og punktvis konvergens, og denne forskel var Cauchy derfor heller ikke klar over. Han 
definerede derfor kun én form for konvergens, hvormed han var af den tro, at han havde 
defineret konvergens generelt. 
Cauchy beskæftigede sig blandt andet med konvergens og kontinuitet af uendelige rækker, og i 
denne forbindelse postulerede han følgende 
 
”Theorem 6-1-1: When the different terms of the series     
 
     are 
functions of the same variable  , continuous with respect to that variable in 
the neighborhood of a particular value for which the series is convergent, 
the sum   of the series is also, in the neighborhood of this particular value, a 
continuous function of  .” [Katz, 1998 – side 715] 
 
Cauchy betragter altså en række af funktioner 
 
   
 
   
                            
 
Hvor rækken er konvergent, hvormed      er defineret i et givent interval,  . Det, Cauchy 
konkluderer fra ovenstående teorem er, at hvis hvert led i rækken,      , er kontinuert i 
intervallet,  , så er summen af rækken,     , ligeledes kontinuert i dette interval,  .  
Cauchy skelnede, som sagt, ikke mellem, hvad vi i dag kalder uniform og punktvis konvergens; 
den definition, han havde fastlagt, var definitionen på punktvis konvergens, men han anvendte 
denne definition som både uniform og punktvis konvergens. Derved fører hans definition af 
konvergens til en konklusion, som ikke kan konkluderes på baggrund af punktvis konvergens, 
fordi denne definition er utilstrækkelig. Man kan derfor sige, at beviset for teoremet, og 
dermed konklusionen, er forkert på de gjorte forudsætninger, selvom sætningen egentlig viser 
sig at være rigtig nok, hvis man forudsætter uniform konvergens i stedet. 
 
5.2.4 Weierstrass om uniform konvergens 
Weierstrass underviste i begyndelsen af 1950’erne på universitetet i Berlin. Her underviste han 
blandt andet i konvergens af rækker af tal, samt konvergens af rækker af funktioner, hvilket 
han omhyggeligt skelnede imellem, i modsætning til Cauchy. [Katz, 1998] Dette så vi et 
eksempel på tidligere, i afsnit 4.2.1, hvor Cauchy forsøgte at definere grænseværdier; her 
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bruger han, som sagt, begrebet variabel, uden rigtig at definere, om det dækker over en 
funktion eller en følge af funktioner, selvom begge dele i princippet kunne give mening i den 
pågældende sammenhæng. 
Der var, som sagt, en fejl i Cauchys bevis for kontinuitet af summen af uendelige rækker af 
kontinuerte funktioner, da han baserede beviset på punktvis, og ikke uniform, konvergens, og 
han konkluderede derfor noget forkert. Man havde efter Cauchy opdaget, at der skulle skelnes 
mellem uniform og punktvis konvergens, og dette gjorde Weierstrass i stand til at rette denne 
fejl i Cauchys bevis, ved defineringen af uniform konvergens. Definitionen, han gav for uniform 
konvergens over et interval, kan skrives på følgende måde 
 
En række siges at være uniformt konvergent i intervallet      , hvis der for 
et givent     eksisterer et     , sådan at      medfører        
         for ethvert        . [Katz, 1998]  
 
Årsagen til, at Cauchys definition af konvergens ikke var gældende for uniform konvergens, 
var, at det naturlige tal   , som vælges efter det givne  , tillades at afhænge af   i definitionen 
for punktvis konvergens, altså Cauchys definition, men definitionen af uniform konvergens er 
strengere, i den forstand, at    skal vælges uafhængigt af  . 
 
5.2.5 Cauchy om den afledte funktion 
Cauchy definerer ud fra sit arbejde med grænseværdier, kontinuitet, og konvergens, den 
afledte funktion. Dette gør han ved at betragte en kontinuert funktion mellem to tilhørende 
grænser,       ; faktisk behøver det ikke forudsættes, at funktionen er kontinuert, idet en 
funktion, som er differentiabel i et givent punkt, også er kontinuert i dette punkt, men Cauchy 
forudsatte det altså alligevel. Hvis funktionen er kontinuert, betyder det, at der findes en 
infinitesimal stigning, som kan tillæges – denne defineres som     . Jævnfør Cauchys 
definition af infinitesimale størrelser betragtes   altså som værende en variabel, der går imod 
 . Denne stigning medfører en ændring for den afhængige variabel der defineres som 
              . Nu kan forholdet 
  
  
 undersøges 
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Dette, eller lignende, forhold blev, som bekendt, studeret tidligere, blandt andre af Newton og 
Leibniz, og her var problemet, at begge de infinitesimale størrelser gik mod  , og derved 
resulterede ovenstående i noget udefineret, som var svært at forholde sig til. Nu ses det, at 
selvom grænseforholdet strengt set kan læses som 
 
 
, så ved vi med de nye begreber og 
definitioner, at forholdet muligvis konvergerer mod en given grænse, når stigning   går mod  . 
Cauchys definition af den afledte skrives i dag på omtrent samme måde:  
 
        
   
           
 
 
 
Hvis ovenstående grænseværdi eksisterer, siges funktionen at være differentiabel i punktet  . 
 
5.3 Diskussion 
I dette afsnit diskuteres det, hvordan Cauchy og Weierstrass har anvendt uendelighed. 
Indledningsvis vil diskussionen dreje sig om, hvordan Cauchy bruger en mere stringent metode 
til at udlede sine matematiske beviser, samt fremsætte sine matematiske definitioner; med 
disse beviser og definitioner bygger han et nyt grundlag for calculus. Han har helt frigjort sig fra 
den geometriske fortolkning, som hans samtid, samt forgængere, var præget af, idet han kun 
anvender aritmetik i sine beviser, og faktisk slet ikke beskæftiger sig med geometriske 
betragtninger.  
Igennem sit arbejde får han defineret på en stort set stringent måde, hvad der menes med 
grænseværdier, og dette bruger han til at definere infinitesimaler, samt hvordan givne 
objekter kan have grænseværdier, som er uendelige i størrelse. Disse definitioner og 
betragtninger har karakter af potentiel uendelighed, idet han benytter grænseværdibegrebet 
til at forholde sig til uendelighed, samt uendeligt små størrelser. 
Definitionen af grænseværdibegrebet var en forudsætning for, at Cauchy undgik de 
forståelsesvanskeligheder, som Newton og Leibniz løb ind i. Vi så i arbejdet med netop Newton 
og Leibniz, at en stor del af deres forståelsesvanskeligheder, samt deres problemer med 
accepten af uendelighed, havde rod i manglen på en stringent definition af et 
grænseværdibegreb; denne stringente definition leverede Cauchy altså, og dette gjorde ham i 
stand til at forholde sig til, eller i hvert fald matematisk at arbejde med, uendelighed, om end 
han ikke havde forstået og accepteret det til fulde. Udover definitionen af 
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grænseværdibegrebet bidrog frigørelsen fra den geometriske overbevisning ydermere til, at 
Cauchy kom udenom de forståelsesmæssige vanskeligheder, som Newton og Leibniz oplevede. 
Nogle af de matematiske aspekter, som gjorde Cauchy i stand til at bygge sine begreber, var 
det forarbejde, som matematikerne før ham havde gjort; som eksempel på dette kan nævnes 
Euler, som definerede et funktionsbegreb. Der var på Cauchys tid efterhånden blevet opbygget 
et grundlag, som muliggjorde den slags aritmetiske overvejelser, der ledte ham til 
fastlæggelsen af sine begreber.  
I arbejdet med kontinuitet og konvergens, samt i indførelsen af den afledte funktion drejer det 
sig ikke så meget om at klargøre betydningen af uendelighed, for det har han fundet en vej 
udenom ved definitionen af grænseværdibegrebet. Derimod drejer det sig mere om, hvad 
definitionen af infinitesimalerne, hvormed uendelighed kommer ind i billedet, har betydet for 
resten af dette arbejde. I definitionen af kontinuitet anvender Cauchy for eksempel 
infinitesimaler; i denne forbindelse står det altså klart, at den stringente definition af de 
uendeligt små størrelser spiller en central rolle i udviklingen af de resterende begreber og 
definitioner.  
I udledningen af konvergens og divergens af rækker undersøges tilfælde, som resulterer i ikke 
endelige grænser; en række, som ikke konvergerer mod nogen endelig grænseværdi, siges at 
være divergent, og denne kan gå mod for eksempel   ; der findes også divergente rækker, 
som ikke går mod  , for eksempel en række, hvis led skifter mellem    og  . Dette er endnu 
et eksempel på, hvordan Cauchy anvender potentiel uendelighed, idet rækken i nogle tilfælde 
går mod noget uendeligt, men aldrig når dertil, ifølge definitionen af grænseværdier.  
 
På baggrund af ovenstående betragtninger og pointer ses det, at Cauchys aritmetiske 
fremgangsmåde løser en del af forståelsesproblemerne, som hans forgængere og samtid 
havde, i forbindelse med uendelighed. For det første leverer han en stringent definition af et 
grænseværdibegreb; dette bruger han til at give en meningsfuld definition af infinitesimaler, 
hvorefter han udleder, hvordan nogle givne udtryk går mod en uendelig grænseværdi. Dette 
viser sig at være anvendeligt i forbindelse med hans arbejde med konvergente rækker.  
 
Cauchys bevis for kontinuitet af summen af en række af funktioner var, som sagt, ikke korrekt, 
fordi han ikke vidste, at der var forskel på uniform og punktvis konvergens. Weierstrass retter, 
som nævnt tidligere, Cauchys fejl, idet han definerer uniform konvergens, og med denne nye 
definition for konvergens kan Cauchys bevis pludselig omskrives på en korrekt måde, hvormed 
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konklusionen af Cauchys teorem er bevist på korrekt vis. Cauchy tog altså ting for givet i 
forbindelse med sit bevis, som ikke er givet med punktvis konvergens, men som først bliver 
lovlige, når uniform konvergens forudsættes.  
Weierstrass benytter sig af potentiel uendelighed i forbindelse med sit bevis for uniform 
konvergens; i dette bevis benytter han nemlig, at forskellen mellem det      led i følgen og 
summen af følgen,             , kan gøres vilkårligt lille. Dette vil altså sige, at enhver værdi 
af   kan underskrides, uanset hvor lille denne værdi er, fordi den numeriske forskel, 
            , altid kan gøres mindre.  
Dette er en klar betragtning af potentiel uendelig karakter, selvom der ingen steder i 
Weierstrass’ bevis står uendelighed, uendeligt, eller lignende. Det, som Weierstrass gør med 
dette bevis, og med sit arbejde med potentiel uendelighed, er, at han afskaffer 
nødvendigheden af infinitesimaler. At enhver grænse kan underskrides er i princippet det 
samme som at sige, at forskellen bliver infinitesimal i henhold til Cauchys definition, men dette 
slipper man for ved at anvende      -betragtningen. 
I dag anses Weierstrass som en vigtig brik i grundlæggelsen af matematisk analyse, nok 
primært på grund af hans      -betragtning, der kan betragtes som en metode til at håndtere 
potentiel uendelighed på en matematisk meningsfuld måde uden inddragelse af 
infinitesimaler, samt hans definition af uniform konvergens. 
Selvom Cauchy var formel og stringent i sine definitioner i forhold til sine forgængere og sin 
samtid, så er Weierstrass endnu mere formel og stringent i forhold til Cauchy, og dermed også 
sine forgængere og sin samtid; dette ses i ovenstående afsnit, hvor der findes eksempler på 
både Cauchys og Weierstrass definitioner. Weierstrass var den første, som anvendte      -
betragtningen, og denne notation har vist sig at hænge ved, da det stadig er den notation, vi 
bruger i matematikken i dag; om han har brugt lige præcis de to græske bogstaver,   og   
vides ikke, men uanset valget af symboler, er princippet det samme og ligeså effektivt.  
At han var den første, som anvendte denne notation, er nok også en af de primære grunde til, 
at han i mange sammenhænge tilskrives størstedelen af æren i bygningen af matematisk 
analyse, eftersom adskillige definitioner, som vi anvender i dag, er angivet i denne notation; se 
afsnit 3.1. 
 
I indførelsen af den afledte funktion anvender Cauchy sit arbejde med grænseværdier til at 
fastslå, at forholdet, eller rettere tallet, 
  
  
 nogle gange eksisterer, samt at dette forhold er 
grænseværdien i et givent punkt, hvis en sådan grænse findes for det pågældende punkt. Han 
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definerer dette tal, som den afledte funktion,      , af funktionen     . Denne grænse svarer 
til tangenthældningen for grafen i et givent punkt, som har førstekoordinaten,  ; dette var 
blandt andet noget af det, som Leibniz tidligere forsøgte at begrunde. Cauchy indfører altså 
grundlaget for en betragtning af differentialer i omvendt rækkefølge, i forhold til hvordan 
Leibniz gjorde det; Cauchy har som udgangspunkt defineret grænseværdier, hvorudfra han 
definerer infinitesimaler, og med disse definitioner definerer han den afledte funktion, 
hvorimod Leibniz udleder den afledte på baggrund af geometriske betragtninger, og herefter 
anvender dette som argumentation for eksistensen af infinitesimaler.  
 
Det har altså, på baggrund af undersøgelsen af Cauchys og Weierstrass’ arbejde, vist sig, at de 
begge to kun anvender potentiel uendelighed, samt at de afviser eksistensen af – eller i hvert 
fald ikke benytter sig af – en aktuel uendelighed.  
 
5.3.1 Cauchy og Weierstrass’ bidrag til udviklingen af det moderne 
uendelighedsbegreb 
Cauchy definerer grænseværdibegrebet, som Newton og Leibniz manglede, så med dette har 
han bidraget til en forståelse af de aspekter af uendelighed, som Newton og Leibniz ikke var i 
stand til at forstå; udfra grænseværdibegrebet definerer Cauchy for eksempel en infinitesimal 
størrelse, som en variabel, der går mod  . 
Udover grænseværdier beskæftiger Cauchy sig med egenskaber for funktioner, som for 
eksempel konvergens og kontinuitet; denne del af Cauchys arbejde var det, som blev grundlag 
for Weierstrass’ arbejde. Weierstrass beskæftigede sig altså med nogle af de samme begreber, 
som Cauchy gjorde, men han rettede Cauchy i nogle af de ting, han så, blev gjort forkert eller 
mangelfuldt.  
Det, som Weierstrass bidrog med til udviklingen af det moderne uendelighedsbegreb, var, at 
han tog afstand fra infinitesimaler, idet han ikke mente, de var nødvendige at betragte, hvis 
blot man havde et grænseværdibegreb, samt anvendte      -betragtningen. Herudover 
definerede han klart uniform konvergens, hvilket Cauchy ikke havde opdaget nødvendigheden 
af.  
Hermed har Weierstrass’ direkte bidrag til det moderne uendelighedsbegreb været 
definitionen af en matematisk meningsfuld metode til håndtering, samt forståelse, af potentiel 
uendelighed i form af en       betragtning; herved har han for eksempel afskaffet 
nødvendigheden af infinitesimaler.  
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6. Cantors aktuelle uendelighed 
Dette afsnit er hovedsageligt baseret på [Dauben, 1979]. 
 
Den tyske matematiker Georg Cantor (1845-1918) er nok, den dag i dag, mest kendt for at 
være en af grundlæggerne af mængdelæren.  
Cantor søgte, på baggrund af Weierstrass’ arbejde, at finde en basis for en teori omkring 
uendelige mængder. Til dette formål undersøgte han, hvordan uendelighed var blevet brugt 
helt tilbage til grækerne, og på baggrund af denne undersøgelse tog han afstand fra den 
tidligere opfattelse af potentiel uendelighed, fordi han ikke var tilhænger af, at disse 
opfattelser, og eventuelle definitioner, som udsprang heraf, altid blev set i forbindelse med, og 
på sin vis var bundet af, en vis form for foranderlighed. Selv var Cantor fortaler for en aktuel 
uendelighed, og han anså sine forgængeres uendelighedsopfattelser som værende nærmere 
religiøse overbevisninger end matematiske overbevisninger.  
Man havde længe brugt symbolet  i forbindelse med uendelighed, men der var endnu ingen, 
som havde givet en klar definition af, hvordan symbolet skulle bruges i forhold til aktuel 
uendelighed, eftersom dette endnu ikke var defineret. For at undgå forvirring omkring 
symbolikken, brugte Cantor et nyt symbol, nemlig  , som symbolet for en form for 
grænseværdi for den aktuelt uendelige mængde af naturlige tal.  
Noget af det, Cantor gjorde, i sit arbejde med uendelige mængder, som man ikke havde set 
før, var, at han beskæftigede sig med størrelserne af uendelige mængder. For eksempel er der 
en bijektiv korrespondence mellem mængden af rationale tal og mængden af positive heltal, 
og derfor anses disse to mængder for at have samme størrelse. [Boyer, 1949] 
 
6.1 Ækvipotente mængder og grader af uendelighed 
Cantor arbejdede, blandt meget andet, med uendelige mængder. Han skelnede mellem 
endelige og uendelige mængder, ved at betragte, hvilken korrespondence, der kunne skabes 
mellem den pågældende mængde og en ægte delmængde af de naturlige tal.  
Cantor indførte begrebet ækvipotente mængder til at at vurdere, hvorvidt en given mængde 
er større end en anden given mængde. For endelige mængder, kan man, så at sige, bare tælle 
sig frem til, hvilken mængde, der har flest elementer, altså størst kardinalitet, men når man 
ønsker at vurdere størrelsen på uendelige mængder, lader dette sig ikke gøre. For vilkårlige 
mængder, og altså dermed også uendelige mængder, siger man derfor, at to mængder er 
ækvipotente, hvis der findes en bijektiv afbildning fra den ene mængde til den anden. Findes 
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der kun en injektiv afbildning, men ingen bijektiv afbildning, må den ene mængde 
nødvendigvis være større end den anden, også selvom de begge er uendelige.  
Denne definition af ækvipotens, eller med andre ord, det at to mængder har lige stor 
kardinalitet, bruges, som nævnt også i matematikken i dag, og det begreb, vi i dag anvender, er 
baseret på Cantors definition. 
 
Cantor udgiver i 1891 den første udgave af sit diagonalbevis; det, som Cantor ønsker at bevise, 
er, at der findes en mængde, som er så stor, at den ikke kan parres bijektivt med de naturlige 
tal. Med andre ord kan man sige, at han beviser eksistensen af uendelige mængder, der med 
hensyn til ækvipotens er større end mængden af naturlige tal; disse kaldes overtællelige. 
 
Bevis: Lad  og   være to forskellige bogstaver og betragt en mængde,  , 
med elementerne                 , som består af uendeligt mange 
koordinater,             , og hvor hver af koordinaterne er ét af de to 
bogstaver,  eller . Lad mængden  være mængden af alle elementer  . 
For eksempel er følgende tre elementer i  
 
               
                
                 
 
Nu påstås det, at mængden   må være større end  ; dette vises ved at 
fremsætte et bevis for følgende sætning: Hvis              er en vilkårlig 
simpel uendelig følge af elementer fra mængden , da vil der altid eksistere 
et element    fra  , som ikke stemmer overens med noget   . Med andre 
ord, hvis der altid kan findes et element fra  , som ikke er repræsenteret 
på følgen             , betragtes mængden som værende overtællelig.  
 
For nu at bevise denne sætning, lad der være givet følgende, vilkårlige, 
tællelige liste af elementer fra  
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I ovenstående elementer vil bogstaverne,    , være ét af de to bogstaver, 
  eller . 
Lad følgen                være givet, og lad hvert    være et af de to 
bogstaver,   eller  ; lad ydermere Følgen opfylde, at       . Dette vil 
sige, at hvis      , så er     , og omvendt.  
Betragtes nu elementet                , som er element i mængden 
 , følger det, at      , uanset hvilket   der vælges. Uanset hvilket 
element, der sættes til   , vil    altid, pr. definition, være forskellig på 
plads nummer  . 
 
Med dette bevis har Cantor vist, at der eksisterer overtællelige mængder, idet mængden   
aldrig kan skrives på følgeformen              – heller ikke selvom følgen er uendelig – fordi 
der altid vil være et element,   , som ikke er at finde i følgen; kunne mængden skrives på 
følgeformen, ville der være en modsigelse, idet    ville være element i   og samtidig ikke 
element i . Det må altså konkluderes, på baggrund af sætningen fra tidligere, at mængden  
er overtællelig. 
Cantor viser ydermere, at mængden af alle delmængder af en given mængde, altså 
potensmængden, altid vil have større kardinalitet end mængden selv – uanset om der er tale 
om en endelig eller en uendelig mængde. Dette er vist på en moderne, og lidt mere kompakt 
og simpel, måde i afsnit 3.2.2, da det også er et resultat, vi anvender i matematikken i dag, 
men her følger beviset med Cantors diagonalmetode. Cantors oprindelige bevis mindede i 
formen mere om ovenstående bevis, men vi har valgt at anvende en moderne måde at skrive 
beviset på – princippet er dog stadig præcist det samme, uanset om det skrives på den ene 
eller den anden måde. 
 
Bevis: Vi ønsker altså at vise, at           , hvor   angiver en mængde, 
endelig eller uendelig, som har delmængderne           ; disse 
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delmængder består af elementerne           . Potensmængden,     , vil 
da bestå af alle disse delmængder af  .  
 
Først antages det, at           . 
Nu konstrueres Tabel 1, hvori delmængderne af   står i kolonnen yderst til 
venstre, og elementerne, som delmængderne består af, står i den øverste 
række. Når en delmængde defineres, vil det gælde for ethvert element, at 
det enten er med i den pågældende delmængde, eller også er det ikke med 
i den pågældende delmængde; tabellen er derfor konstrueret på den måde, 
at der står angivet  , hvis det pågældende element er med i den 
pågældende delmængde, og der står angivet  , hvis det pågældende 
element ikke er med i den pågældende delmængde.  
” ” repræsenterer, at det ikke er givet, hvor mange elementer der er i 
mængden  , siden denne både kan være endelig eller uendelig, og siden 
det ikke vides, hvor mange elementer der er, kan det heller ikke afgøres, 
hvor mange delmængder, der kan dannes. 
 
Tabel 1 Illustration af Cantors diagonalargument. 
                     
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                
 
Nu bliver det klart, hvorfor denne metode kaldes diagonalmetoden, for nu 
markeres nemlig en diagonal i tabellen, som starter i cellen        ; denne 
diagonal er markeret med gult. Det ses her, at der fremkommer en følge af 
tal:               
Nu konstrueres en delmængde,   , og dette gøres udfra den markerede 
diagonal i Tabel 1. Denne delmængde konstrueres ved, at der skrives  , når 
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der står   i diagonalen, og der skrives ligeledes  , når der står   i tabellen. 
Herved fremkommer følgende tabel for   . 
 
Tabel 2 Delmængden   . 
                     
                 
 
Det kan nu konkluderes, at    ikke kan være repræsenteret i mængden af 
delmængder,     ;    vil nemlig altid, pr. definition, adskille sig fra alle de 
andre delmængder på mindst ét elements plads – den adskiller sig fra    på 
elementet   , fra    på   , og så fremdeles – og derved sikres det, at den 
umuligt kan findes i potensmængden i forvejen; det kan altså umuligt være 
tilfældet, at           , fordi der nødvendigvis må være flere  
delmængder, end der er elementer. Hermed kan det både konkluderes, at 
potensmængden er uendelig, samt at den har større kardinalitet end den 
oprindelige mængde; det er altså nu bevist, at  
 
           
 
Fra ovenstående kan det konkluderes, at hvis mængden   er uendelig, vil potensmængden af 
  også være uendelig, men den vil stadig være større end  , selvom begge mængder er 
uendelige. På baggrund af dette konkluderede Cantor, at der findes uendelige mængder, som 
kan være større end andre uendelige mængder, og eftersom man kan blive ved med at tage 
potensmængden af en potensmængde, vil uendeligheden hele tiden blive større. Hermed er 
det vist, at der findes et uendeligt hieraki af uendeligheder. 
 
6.2 Transfinite tal 
I det berømte værk Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre, som blev udgivet i 
1883, præsenterede Cantor sine berømte transfinite tal; disse transfinite tal blev introduceret 
som en forlængelse af de naturlige tal. Han indførte disse tal, fordi han manglede noget, som 
gjorde ham i stand til at sætte sig ud over grænserne for de endelige tal, før han kunne bygge 
videre på sin mængdelære. 
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På Cantors tid brugte matematikerne typisk uendelighed som en form for variabel, der enten 
voksede sig større end alle grænseværdier, eller skrumpede til noget meget småt; i begge disse 
anvendelser blev uendelighed altså anset som værende potentiel i den forstand, at den 
enkelte størrelse er endelig, men at der altid findes en størrelse, som kan overskride eller 
underskride enhver forelagt grænse. Det var altså den generelle opfattelse, at al uendelighed 
var potentiel, og at aktuel uendelighed ikke eksisterede. 
Cantor pointerede, at aktuel uendelighed faktisk godt kunne siges at være eksisterende, og 
han brød dermed med sin samtids generelle uendelighedsopfattelse. I stedet for bare at 
indtroducere et punkt, der var uendelighed, introducerede han en uendelig ubrudt række af 
aktuelt uendelige tal, og herefter viste han, at disse uendelige tal besad helt igennem 
identifiserbare og håndgribelige talteoretiske egenskaber; disse uendelige tal kaldte han for 
transfinite tal. Idet han formåede at vise, hvordan hans transfinite tal besad de egenskaber, 
man måtte forvente af et talsystem, måtte de anses som værende ligeså matematisk 
acceptable som for eksempel de irrationelle, komplekse og reelle tal.  
Det første transfinite tal kaldte han  ; dette tal markerede altså slutningen på de naturlige tal, 
eller samlingen af alle de naturlige tal, om man så må sige, samt starten på de transfinite tal. 
Selvom han på denne måde indførte en form for øvre grænse for de naturlige tal, respekterede 
han alligevel, at der var uendeligt mange naturlige tal, eftersom transfinite tal blev defineret 
som værende uendelige tal, og dermed havde de naturlige tal en uendelig grænse.  
Han viste, at givet en bestemt uafbrudt række af veldefinerede reelle heltal, som ikke har 
noget største element, så vil der kunne findes et ikke-reelt tal, som er større end alle tallene i 
rækken. Med dette var han i stand til at vise, at der findes uendelig mange transfinite tal. 
[Dauben, 1979] 
 
6.3 Diskussion 
Cantor var altså en kæmpe fortaler for, at der skulle differentieres imellem aktuel og potentiel 
uendelighed. Han kritiserede sin samtids typiske opfattelse af uendelighed, blandt andet, fordi 
han mente, de havde stirret sig blinde på en vis form for uendelighedsopfattelse, der var mere 
eller mindre bestemt af deres samtid. Han mente, at når man umiddelbart fra starten af ikke 
var villig til at forsøge at forestille sig, at en aktuel uendelighed kunne eksistere, og dermed var 
af den opfattelse, at al uendelighed var potentiel, så ville man slet ikke være i stand til at se, 
hvis man stødte på aktuel uendelighed. Han var derfor af den mening, at aktuel uendelighed 
skulle studeres uden nogen former for forudindtagethed. [Dauben, 1979] 
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Selvom Cantor altså var fortaler for aktuel uendelighed, accepterede han stadig potentiel 
uendelighed; for eksempel betragter han flere steder igennem sin mængdelære, hvordan man 
kan tælle mod uendeligt. Dette vil for eksempel sige, at en given følge vokser mod uendelig 
ved, at der hele tiden lægges   til, men følgen når aldrig til uendelig, for man vil altid kunne 
lægge   til én gang mere.  
 
Ved indførelsen af det første transfinite tal,  , betragtede Cantor følgende følge 
 
                  
 
følgen starter ved det første transfinite tal,  , og den genereres ved, at der hele tiden lægges   
til, hvorved man altså tæller sig frem igennem følgen; her kunne man fristes til at tro, at Cantor 
anvender potentiel uendelighed, idet følgen hele tiden vokser med   mod noget uendeligt, 
men faktisk har tallet jo allerede pr. definition nået uendelig, eftersom alle transfinite tal er 
uendelige, og derfor er der i virkeligheden tale om aktuel uendelighed. Dette kan man 
argumentere for, idet   jo er defineret som værende uendelig i størrelse, og dermed kan man 
argumentere for, at     også automatisk må være uendelig i størrelse, selvom de to tal ikke 
er lige uendelige i størrelse.  
Af Cantors samtid blev denne slags addition med uendelige tal et centralt kritikpunkt. Man var 
dengang af den overbevisning, at      , hvis   var et endeligt tal, uanset hvor stort, og 
man ville formentligt nok mene, at hvis   var uendeligt, jamen så ville      . Man mente 
altså ikke, at det gav mening at lægge noget til uendelig, for det endelige tal ville simpelthen 
bare blive opslugt af det uendelige, uanset hvor stort det endelige tal var. At man holdt fast i 
den opfattelse skyldtes nok, at man endnu ikke havde accepteret, hvad Cantor viste med sin 
mængdelære – nemlig at uendelige mængder, samt uendelige tal, ikke allesammen er lige 
uendelige. Til denne kritik svarede Cantor blot, at der ikke umiddelbart var nogen grund til, at 
det skulle give mening at behandle uendelige tal på samme måde som endelige tal, og derfor 
indførte han en egentlig aritmetik, som gjorde det muligt at regne aritmetisk med transfinite 
tal. 
I forbindelse med definitionen på de transfinite tal anvender Cantor en klar aktuel 
uendelighed, idet tallene defineres som værende uendelige i størrelse.  
 
Udviklingen af det moderne uendelighedsbegreb 
The development of the modern concept of infinity 
Side 72 af 81 
 
Cantor fremsatte en metode til at vurdere størrelsen af mængder, også selvom disse var 
uendelige, og med dette viste han, som vi har set ovenfor, at der findes grader af uendelighed, 
fordi man altid, udfra en uendelig mængde, kan skabe en potensmængde, som er mere 
uendelig end den oprindelige mængde. Fra denne potensmængde kan man yderligere skabe 
en potensmængde, som er mere uendelig end både den første potensmængde og den 
oprindelige mængde, og så fremdeles. Med disse betragtninger kan det faktisk lade sig gøre at 
skabe et uendeligt hieraki af uendeligheder, fordi man fra en given uendelig mængde altid kan 
skabe en mængde, som er mere uendelig.  
Hvis man kan lade sig overbevise af Cantors argumentation i denne forbindelse, er man 
næsten også nødt til at lade sig overbevise af, at der findes aktuel uendelighed, i den forstand, 
at det er matematisk meningsfuldt og fornuftigt at operere med uendelige mængder, men ikke 
nødvendigvis i den forstand, at der rent faktisk eksisterer uendelige mængder i den fysiske 
verden. Det giver ingen mening, at mængden af uendelige mængder, som stiger i størrelse, er 
uendelig, hvis ikke aktuel uendelighed findes. Man kan altså aldrig bestemme én mængde, 
som er den største af alle mængder, for udfra selv dén mængde, ville man være i stand til at 
konstruere endnu en potensmængde, som ville være endnu mere uendelig. Her er tale om 
aktuel uendelighed, simpelthen fordi mængderne defineres som værende uendelige, og 
dermed har man defineret, at de indeholder uendeligt mange elementer, hvormed 
uendelighed allerede er nået. 
 
På baggrund af undersøgelsen af, hvordan Cantor anvender uendelighed, ser det altså ud til, at 
han har accepteret eksistensen af både potentiel og aktuel uendelighed, men at han faktisk 
kun direkte anvender aktuel uendelighed i forbindelse med bygningen af sin mængdelære. Han 
omtaler følger og mængder, som man kan tælle sig frem til på en potentielt uendelig måde, 
igennem sit arbejde, og han accepterer tydeligvis, at det forholder sig sådan, men hans egne 
definitioner, begreber og beviser bygger generelt kun på aktuel uendelighed.  
Overbevisningen om, at aktuel uendelighed findes, var måske et af de vigtigste punkter, på 
hvilket Cantor skilte sig ud fra sin samtid, for det viste sig at være denne overbevisning, der 
muliggjorde bygningen af hans mængdelære.  
Det ses også, hvis man sammenligner dette afsnit om Cantor med afsnittet om aktuel 
uendelighed i det moderne uendelighedsbegreb, at den opfattelse af aktuel uendelighed, vi 
anvender i mængdelæren i dag, bygger på Cantors definitioner, beviser og begreber.  
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6.3.1 Cantors bidrag til udviklingen af det moderne uendelighedsbegreb 
Det, som Cantor bidrog med til udviklingen af det moderne uendelighedsbegreb, var primært 
sin mængdelære. Cantor viste igennem sin mængdelære, hvordan man med matematisk 
mening kan forholde sig til, samt regne aritmetisk med, uendelige størrelser – Cantor 
beskæftigede sig selv primært med uendelige mænder og uendelige tal. 
Den måde, hvorpå Cantor formulerede mængder og tal som værende uendelige, har karakter 
af aktuel uendelighed; faktisk viser der sig, igennem det udsnit af Cantors arbejde, som er 
indeholdt i casen, ikke nogen eksempler, hvor Cantor anvender potentiel uendelighed.  
Cantor var af den opfattelse, at man var nødt til at acceptere eksistensen af både potentiel og 
aktuel uendelighed, før man rigtig kunne indfange betydningen af uendelighed. Man kan 
derfor sige, at Cantor bidrog direkte med den aktuelle uendelighed, eftersom 
uendelighedsbegrebet før ham kun bestod af potentiel uendelighed, som var baseret på 
Weierstrass’ arbejde med      -betragtningen. 
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7. Diskussion 
I dette afsnit følger en samlet diskussion af de tre cases. Diskussionen søger at sammenholde 
de diskussionspunkter, som har optrådt i deldiskussionerne, for på den måde at kunne 
konkludere noget på tværs af de tre cases.  
 
Det har vist sig, at Newton og Leibniz startede det egentlige grundlag for udviklingen af det 
moderne uendelighedsbegreb. Man havde allerede inden, som vi har set det igennem dette 
projekt, haft ideer omkring uendelighed, og man havde også forsøgt at anvende aspekter af 
uendelighed, som for eksempel summer af uendelige rækker, men man havde endnu ikke nået 
det kvantespring, der skulle til, før man rigtigt kunne komme videre i udviklingen – dette 
kvantespring blev taget med bygningen af Newton og Leibniz’ metoder om infinitesimaler. Et 
af de største problemer for Newton og Leibniz var, at de manglede en stringent definition af et 
grænseværdibegreb. De brugte en del tid og energi på at forsøge at definere disse 
infinitesimaler, og dette er en næsten umulig opgave, hvis man ikke har noget begreb om, 
hvad en grænseværdi er for noget.  
Det næste kvantespring blev taget af Cauchy, som vi så det i den næste case. Cauchy 
definerede dette grænseværdibegreb, som havde vist sig at være et vigtigt led, som endnu 
manglede, hvis den videre udvikling skulle kunne fortsætte. Med dette grænseværdibegreb 
definerede Cauchy ydermere, på en stringent måde, til forskel fra tidligere, hvad et 
infinitesimale var. En af forudsætningerne for, at Cauchy var i stand til at færdiggøre 
definitionen af disse uendeligt små størrelser – denne definition, som havde voldt Newton og 
Leibniz så store problemer, og som de aldrig rigtig kom frem til – var den udvikling, der var sket 
fra Newton og Leibniz til Cauchy. På Newton og Leibniz’ tid var den generelle matematiske 
overbevisning af ren geometrisk karakter, og dette var, naturligt nok, noget af en hindring, hvis 
man var interesseret i at levere en stringent, universel, definition på noget; denne geometriske 
overbevisning var ikke helt så stærk, da Cauchy begyndte sit arbejde – formaliseringen, samt 
det aritmetiske syn på matematikken, var begyndt, for eksempel havde Euler gjort en god del 
af benarbejdet i denne forbindelse – og han havde derfor bedre forudsætninger for at sætte 
sig ud over de geometriske betragtninger.  
Weierstrass havde om end endnu bedre forudsætninger for dette, i den forstand at Cauchy 
havde formet sine teorier og metoder, da Weierstrass formede sine. Det var også det, man så i 
casen, eftersom Weierstrass jo egentlig bygger videre på Cauchys definitioner og begreber, og 
herved definerer han blandt andet uniform konvergens, hvormed forskellen på punktvis og 
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uniform konvergens bliver klargjort, og Cauchys kontinuitetsbevis bliver rettet. Det 
revolutionerende ved Weierstrass’ definition, i forhold til uendelighed, var, at man udfra 
denne faktisk var i stand til at definere potentiel uendelighed; dette må selvsagt anses som et 
vigtigt led i udviklingen mod det moderne uendelighedsbegreb.  
Fælles for ovenstående fire personer – Newton, Leibniz, Cauchy og Weierstrass – samt deres 
samtid og forgængere var, at ingen af dem var tilhængere af aktuel uendelighed. På deres tid 
mente man, at det kun var potentiel uendelighed, som kunne eksistere, formentligt fordi man 
ikke kunne forestille sig aktuel uendelighed, og man var endnu ikke i stand til at sætte sig ud 
over de paradokser, som aktuel uendelighed medførte.  
Det sidste kvantespring, som dette projekt beskæftiger sig med, var det, Cantor tog. Cantor 
skiller sig i høj grad ud fra personerne i de andre cases, idet han er den første, som er fortaler 
for eksistensen af en aktuel uendelighed. Han indfører størrelser, som simpelthen er 
uendelige, og herudover viser han, hvordan en mængde kan være uendelig. Dette var 
revolutionerende i den forstand, at man, som sagt, siden Aristoteles havde set bort fra 
eksistensen af aktuel uendelighed, så det at definere størrelser som værende uendelige, var 
ikke noget, Cantors forgængere havde kunnet finde på, for det giver ikke mening med 
potentiel uendelighed. Det, at Cantor havde accepteret aktuel uendelighed, var det, som 
gjorde ham i stand til at bygge den mængdelære, som i dag er accepteret, og som bygger på 
disse uendelige mængder. Han viste ydermere, som vi så i casen, at en uendelig mængde ikke 
nødvendigvis er af samme størrelse som en anden uendelig mængde; uendelighed er ikke bare 
uendelighed, i den forstand at der er grader af uendelighed. På baggrund af dette viste Cantor, 
at der fandtes et uendeligt stort hieraki af grader af uendeligheder; hver gang man har en 
uendelig mængde, kan man udfra denne uendelige mængde skabe en ny mængde, som også 
er uendelig, men som samtidig er mere uendelig end den oprindelige mængde.  
 
På baggrund af ovenstående pointer og betragtninger ser det ud som om, at valget af cases til 
dette projekt har været hensigtsmæssigt, i den forstand at personerne i de tre cases har 
suppleret hinandens arbejde på en fornuftig måde. Cauchy og Weierstrass tog over, hvor 
Newton og Leibniz slap – selvom der som nævnt var en del overgangsfigurer imellem – ved at 
fastlægge en stringent definition af grænseværdier, hvormed infinitesimalerne kunne 
defineres på en stringent måde. Med Cauchy og Weierstrass’ arbejde var definitionen, samt 
forståelsen, af potentiel uendelighed mere eller mindre på plads, og nu manglede kun 
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accepten af den aktuelle uendelighed; denne kom i kølvandet på Cantors arbejde med aktuel 
uendelighed, og hermed blev definition af det moderne uendelighedsbegreb færdiggjort.  
 
Accepten af uendelighedens rolle i matematikken har, siden de gamle grækere, været svær. 
Det var, som nævnt tidligere, Aristoteles, der indførte potentiel uendelighed, fordi grækerne 
havde så svært ved at forholde sig til aktuel uendelighed og derfor helt afviste eksistensen af 
den. Denne skelnen mellem disse to former for uendelighed har vist sig at være en vigtig 
forudsætning for den tidlige udvikling, idet udviklingen mere eller mindre var gået i stå, før 
potentiel uendelighed blev indført. Indførelsen af denne form for uendelighed var altså et 
vigtigt skridt på vejen mod det moderne uendelighedsbegreb, fordi det gjorde uendelighed en 
del nemmere at forholde sig til. Den potentielle uendelighed gjorde altså de indledende trin i 
udviklingen meget nemmere at tage, og det har jo også vist sig, at det var denne form for 
uendelighed, som var den eneste accepterede form, faktisk helt frem til Cantor.  
Generelt kan man, på baggrund af den undersøgelse, der præsenteres i dette projekt, sige, at 
der er sket noget med forståelsesvanskelighederne omkring, og dermed også med accepten af, 
uendelighed, igennem tiden. Newton og Leibniz havde så svært ved at forholde sig til, samt 
acceptere, uendelighed, at de simpelthen begge to forsøgte at undgå en række ord, eller 
begreber, fordi disse havde forbindelse til uendelighed; de var begge meget interesserede i at 
komme udenom at beskæftige sig med infinitesimalerne, for eksempel, simpelthen fordi de 
ikke kunne komme med en egentlig definition på dem, og de kunne ligeledes heller ikke 
forklare, hvorfor det gav mening at anvende dem. Selvom nogle af samtidens videnskabsfolk 
havde accepteret uendelighed, i en eller anden forstand, var det stadig svært at acceptere, at 
uendelighed skulle høre hjemme i matematikkens verden. 
Da Cauchy og Weierstrass begyndte deres arbejde, var det den generelle holdning blandt 
matematikere, at det med uendelighedens mysterier – for eksempel i form af grænseværdier 
og infinitesimaler – var noget, man havde brug for at finde ud af, så på denne tid var 
uendelighedens plads i matematikken mere eller mindre accepteret; man var mere eller 
mindre enige om, at uendeligheden havde en rolle i matematikken, selvom man endnu ikke 
helt havde formuleret hvordan.  
På Cantors tid havde man jo, som bekendt, accepteret Weierstrass’ definition af potentiel 
uendelighed; det var derfor denne form for uendelighed, man havde accpeteret, og man så, 
hvordan denne gav mening, samt hvordan uendeligheden med denne definition fik en 
meningsfuld plads i matematikkens verden. Da Cantor talte så stærkt for eksistensen af aktuel 
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uendelighed, blev det derfor ikke taget lige godt imod i starten; man havde accepteret den 
potentielle uendelighed, men den aktuelle uendelighed var alligevel stadig lidt for mystisk. 
Det moderne uendelighedsbegreb, altså den form for uendelighed vi anvender i matematikken 
i dag, bygger altså til dels på Weierstrass’ definition af potentiel uendelighed, men det bygger 
herudover også på Cantors aktuelle uendelighed. I dag har vi altså mere eller mindre 
accepteret, at der er disse to former for uendelighed, som tjener hver deres formål indenfor 
matematikken.  
 
Betragtes udviklingen fra det tidlige uendelighedsbegreb, som vi så det hos grækerne (afsnit 
2), til det moderne uendelighedsbegreb, som vi bruger det i dag (afsnit 3), ses det, at de første 
mange bidrag til diskussionen om, samt udviklingen af, uendelighed havde med potentiel 
uendelighed at gøre; den aktuelle uendelighed kom først rigtigt til med Cantor, indtil da havde 
man set fuldstændig bort fra eksistensen af en aktuel uendelighed. I dette projekt afspejles 
dette, hvis man betragter de tre cases, som er angivet i historisk rækkefølge; Newton og 
Leibniz, Cauchy og Weierstrass, samt Cantor. De to første cases, som tilsammen omhandler fire 
matematikere, beskæftiger sig udelukkende med udviklingen af den potentielle del af det 
moderne uendelighedsbegreb, om man så må sige, mens den sidste case, som omhandler 
Cantor, beskæftiger sig med udviklingen af den aktuelle del af det moderne 
uendelighedsbegreb. 
Cantor kom med det argument, at hvis man uden videre anså potentiel uendelighed som 
værende den eneste eksisterende form for uendelighed, ville man ikke være i stand til at 
opdage, hvis man stødte på aktuel uendelighed; dette var et kritikpunkt, som han rettede mod 
sin samtid, da de allesammen var af den opfattelse, at aktuel uendelighed ikke eksisterede, 
eller ikke gav mening, fordi omgangen med dette begreb måtte medføre paradokser. Om 
Cantor havde ret i denne udtalelse eller ej, kan selvfølgelig ikke rigtig afgøres, men det virker 
nu sandsynligt, at hans forgængere ikke ville være nået så langt, hvis de havde skulle acceptere 
eksistensen af både potentiel og aktuel uendelighed; det ser ud som om, potentiel 
uendelighed var en stor nok mundfuld for dem. 
 
Vi har i dette projekt, som det er blevet nævnt tidligere, valgt at forsøge at finde aspekter af 
arbejdet i de valgte cases, som kan være spor efter bidrag til udviklingen af det moderne 
uendelighedsbegreb. Til dette formål har vi valgt de cases, som vi har vurderet, umiddelbart 
har bidraget mest til udviklingen, og igennem arbejdet med disse cases har vi så forsøgt at 
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forstå indholdet, udfra vores nutidige matematiske begreber. Havde dette været et 
matematikhistorisk projekt, ville dette formentligt ikke have været en god måde at besvare 
problemstillingen på, men eftersom fokus i dette projekt ikke er på selve historieforløbet, har 
vi vurderet, at det var den bedste måde at skrive projektet på. 
Dette valg af metode kan selvfølgelig have medvirket til, at vi har fortolket nogen aspekter af 
de valgte cases forkert, men man må stadig antage, at vi har fået et overordnet billede af 
tendensen i forhold til uendelighed, så billedet af, hvordan udviklingen mod det moderne 
uendelighedsbegreb har forløbet, er nok ikke helt ved siden af, alligevel. 
 
Selvom Newton og Leibniz, samt Cauchy og Weierstrass, kun har accepteret, og derfor kun 
anvender, potentiel uendelighed, ses det, at der er forskel på den potentielle uendelighed, de 
anvender.  
Den tidlige potentielle uendelighed, som Newton og Leibniz anvendte, bar klart præg af, at de 
manglede en definition af grænseværdier. Her optrådte den potentielle uendelighed på en lidt 
flyvsk måde, i den forstand, at den typisk optrådte i forbindelse med størrelser, som blev 
uendeligt små. Det er ret tydeligt, at man på denne tid ikke havde nogen definition af, hvordan 
man skulle forstå uendelighed, og dette gjorde det selvfølgelig svært at arbejde matematisk 
med en sådan størrelse. 
Den lidt senere potentielle uendelighed, som Cauchy og Weierstrass anvender, er noget mere 
stringent og formel, og den passer derfor meget bedre ind i en matematisk formalistisk 
sammenhæng. Her optræder den potentielle uendelighed derfor også i en mere stringent 
sammenhæng, eftersom der nu er defineret et grænseværdibegreb; her handlede det mere 
om, at enhver grænse kan under- eller overskrides, som er en klar potentiel uendelig 
betragtning, men som formuleres meget mere stringent og klart, end det blev set i forbindelse 
med Newton og Leibniz’ anvendelser. 
 
Sammenholdes de konkrete bidrag til udviklingen af det moderne uendelighedsbegreb, som vi 
har set igennem arbejdet med de udvalgte cases, ses det, at Newton og Leibniz primært bidrog 
med at rette fokus på, at uendelighed var nødvendigt at lære at forstå og anvende – også i 
matematik. Cauchy hjalp med en stor del af dette, eftersom han definerede et stringent 
grænseværdibegreb, hvorved en stor del af de tidligere forståelsesproblemer kunne løses. 
Weierstrass bidrog med      -betragtningen, og med denne kan man mere eller mindre 
definere potentiel uendelighed, samt anvende potentiel uendelighed på en matematisk 
Christina Glentvor Skou Larsen og Ida Marie Friisberg 
Roskilde Universitet, IMFUFA 
Side 79 af 81 
 
stringent og meningsfuld måde. Med dette var den potentielle del af det moderne 
uendelighedsbegreb defineret. Den aktuelle del af det moderne uendelighedsbegreb kom med 
Cantors mængdelære. Det, som muliggjorde Cantors revolutionerende arbejde var, mere eller 
mindre, at han accepterede aktuel uendelighed. Han viste, som vi har set, at der er forskel på 
uendeligheder, nogen er større end andre, og faktisk er der uendeligt mange størrelser.  
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8. Konklusion 
Nu er det altså, med udgangspunkt i de valgte cases, blevet undersøgt, hvordan udviklingen 
mod det moderne uendelighedsbegreb har forløbet, samt hvilke problemer der har været i 
denne forbindelse. 
 
Undersøgelsen starter altså ved Newton og Leibniz, og her viser det sig, at der opstår 
forståelsesvanskeligheder i forbindelse med uendelighed – i særdeleshed i forbindelse med 
infinitesimaler og uendelige rækker; disse forståelsesvanskeligheder har vist sig at bunde i en 
mangel på et stringent grænseværdibegreb. 
Newton og Leibniz’ primære bidrag til udviklingen af det moderne uendelighedsbegreb består 
i, at de får sat fokus på, hvilke forståelsesvanskeligheder der forekommer i forbindelse med 
anvendelsen af aspekter af uendelighed i matematik. Igennem deres arbejde bliver det klart, at 
man ikke kan komme udenom, at uendeligheden har en rolle i matematikken. 
 
Cauchy leverer den stringente definition på grænseværdier, som Newton og Leibniz manglede, 
og med denne viser han, hvordan infinitesimaler kan defineres udfra grænseværdibegrebet. 
Herved er de største af de forståelsesproblemer, Newton og Leibniz løb ind i, løst. 
Weierstrass arbejder videre med Cauchys tidligere arbejde, og i denne forbindelse indfører han 
den såkaldte      -betragtning, som adskillige af vores nutidige definitioner i matematisk 
analyse bygger på. Denne betragtning kan fortolkes som en form for definition af potentiel 
uendelighed, og herved er den potentielle del af det moderne uendelighedsbegreb defineret 
på en matematisk meningsfuld måde. 
 
Cantor leverer den sidste del af det moderne uendelighedsbegreb, nemlig den del, som har 
med aktuel uendelighed at gøre. Han bygger mere eller mindre den mængdelære, som vi 
anvender i dag, og i den forbindelse beviser han eksistensen af uendelige mængder, samt at 
der findes et uendeligt hieraki af uendeligheder, fordi man altid, på baggrund af en uendelig 
mængde, kan skabe en uendelig potensmængde, som er endnu mere uendelig. Alle disse, og 
flere, betragtninger, som Cantor gør sig, bygger på aktuel uendelighed, og da dette arbejde 
blev accepteret, kunne definitionen af det moderne uendelighedsbegreb anses som værende 
færdiggjort.  
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